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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность темы
В диссертационной работе рассматриваются бифуркационные сценарии,

возникающие в цепочках связанных близких осцилляторов. Объект иссле-
дований имеет, с одной стороны, самостоятельную ценность, поскольку мо-
жет описывать различные прикладные задачи, связанные со взаимодействи-
ем колебательных систем различной природы, с другой стороны, системы
диффузионно связанных осцилляторов являются удачной моделью для ря-
да краевых задач параболического и гиперболического типа. Являясь по
сравнению с этими задачами существенно более простым объектом, цепоч-
ки нелинейных автоколебательных систем сохраняют их наиболее важные
динамические свойства. С этой точки зрения особое значение имеет зада-
ча «реакция-диффузия», представляющая собой эволюционное уравнение, в
котором пространственно-временные изменения изучаемой переменной обу-
словлены диффузией по пространственной переменной и нелинейным, обыч-
но колебательным, поведением по времени. Ряд важных моделей биологии
и физики сводится именно к уравнению типа «реакция-диффузия». При ре-
шении этих задач часто возникают существенные трудности вычислитель-
ного характера, в связи с чем требуется предварительный асимптотический
анализ, который иногда позволяет определить качественную структуру про-
странства состояний изучаемых динамических систем и возможные фазовые
перестройки при изменении параметров. Один из возможных методов изу-
чения качественного поведения решений задачи типа «реакция-диффузия»
состоит в замене соответствующих уравнений в частных производных си-
стемами связанных осцилляторов.

Цель работы
Целью предпринятых автором исследований являлось выяснение сов-

местной динамики цепочек связанных осцилляторов и эффектов, сопутству-
ющих фазовым перестройкам, при изменении бифуркационного параметра.

Для достижения поставленной цели автором выполнялся локальный
асимптотический анализ, позволяющий свести исследуемую систему к нор-
мальной в случае конечномерного и квазинормальной в случае бесконечно-
мерного вырождения форме. Поскольку область действия асимптотических
формул ограничена как по области фазового пространства, так и по гра-
ницам изменения бифуркационного параметра, оказывается уместным при-
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менение численных методов. Именно удачное сочетание асимптотических и
численных методов позволило в ряде случаев понять природу происходящих
с динамической системой фазовых перестроек.

Основные результаты. Научная новизна
1. Построена и проанализирована нормальная форма для двух диффу-

зионно связанных колебательных систем. Определены сценарии фа-
зовых перестроек. Впервые получены условия возникновения и поте-
ри устойчивости неоднородных автомодельных циклов и торов дан-
ной системы. Найдены условия реализации квазифейгенбаумовского
бифуркационного сценария, в котором переход от одного самосиммет-
ричного цикла к другому циклу условно двойного периода происходит
через каскад бифуркаций потери симметрии, стандартных удвоений
периода, возникновений и исчезновений хаотических аттракторов. На
примере из нейродинамических приложений выполнен численный экс-
перимент, позволяющий оценить границы применимости асимптотиче-
ских методов.

2. В целях повышения точности и надежности вычисления ляпуновских
экспонент разработан и обоснован новый вариант алгоритма Беннети-
на (метод динамических перенормировок) для их определения.

3. Для трех однонаправленно связанных в кольцо осцилляторов пока-
зан способ построения системы с хаотическим аттрактором. Подробно
разобран один радиофизический пример. Установлены границы при-
менимости асимптотических методов.

4. Для цепочки диффузионно слабо связанных колебательных систем на
устойчивом интегральном многообразии построена и проанализирова-
на система разностей фаз осцилляторов. В случае, когда число ос-
цилляторов в цепочке растет, численными методами показано, что ля-
пуновская размерность аттрактора увеличивается по близкому к ли-
нейному закону. Произведен обширный численный эксперимент для
разностной модели уравнения Гинзбурга - Ландау, в котором проиллю-
стрирован этот результат и определены границы применимости асимп-
тотических методов.

5. Получено обобщение результатов для трех однонаправленно связан-
ных в кольцо осцилляторов на случай, когда парциальная колебатель-
ная система представляет собой краевую задачу гиперболического ти-
па (обобщенное уравнение Шредингера с кубической нелинейностью).
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Показано, что такая система может иметь сколь угодно большое число
хаотических аттракторов.

6. Для цепочки диффузионно слабо связанных систем гиперболическо-
го типа обнаружен и обоснован механизм накопления хаотических ат-
тракторов. В частности, установлено, что при изменении управляюще-
го параметра в такой системе могут наблюдаться две принципиально
различные ситуации: 1) сосуществует счетное число конечномерных
хаотических аттракторов; 2) существует хаотический аттрактор бес-
конечной размерности.

7. Рассмотрена феноменологическая модель развития турбулентности в
соответствии со сценариями Ландау и Ландау - Селла, по первому из
которых возникновение турбулентного аттрактора происходит в ре-
зультате каскада бифуркаций устойчивых инвариантных торов все бо-
лее высоких размерностей, а во втором происходят фазовые перестрой-
ки хаотических аттракторов, ляпуновская размерность которых при
подходящем изменении параметров неограниченно растет.

8. Выяснен и обоснован механизм накопления однотипных аттракторов
(устойчивых предельных циклов) у слабо возмущенных динамических
систем маятникового типа. С этой целью определены частичные пре-
делы функций Мельникова на резонансных циклах.

9. Для сингулярно возмущенного логистического уравнения с двумя за-
паздываниями показано, что его квазинормальной формой служат
краевые задачи параболического типа с кубической нелинейностью
и антипериодическими краевыми условиями. Обнаружен эффект на-
растания числа сосуществующих устойчивых режимов уравнения при
приближении его параметра к критическому значению.

Теоретическая и практическая ценность
Работа носит теоретический характер. Полученные результаты могут

быть использованы в дальнейших исследованиях качественного поведения
нелинейных краевых задач параболического и гиперболического типа и си-
стем дифференциально-разностных уравнений.

Материал диссертации представляет интерес для специалистов в области
дифференциальных уравнений, нелинейной динамики и хаоса. Работа может
быть востребована во многих отечественных и международных математиче-
ских центрах, где ведутся исследования, связанные с дифференциальными
уравнениями и их приложениями.
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Апробация результатов
Результаты диссертационной работы излагались на Международной кон-

ференции “Колебания и волны в экологии, технологических процессах и ди-
агностике”. Минск, 15-20 сентября 1993; 3-й Международной конференции
“Нелинейные колебания механических систем”. Нижний Новгород, сентябрь
1993; XXVI Воронежской зимней математической школе. Воронеж; Int. Con-
ference "Criteria of selforganization in physical, chemical and biological systems".
Moscow-Suzdal, June 12-18, 1995; на Международном семинаре “Дифферен-
циальные уравнения и их приложения”. Самара. 27-30 июня 1995; Между-
народной конференции “Нелинейные дифференциальные уравнения”. Киев,
Август 21-27. 1995; на “Понтрягинских чтениях – VII, XV, XVI, XVII’. Во-
ронеж. ВГУ, 1996, 2004, 2005, 2006; Конференции, посвященной 90-летию
со дня рождения ак. А.Н.Тихонова. "Теория и приложения методов малого
параметра". Обнинск, 2-6 июля 1996 г.; International Conference on Nonlin-
ear Dynamics and Chaos. ICND-96. Saratov, Russia. July 8-14, 1996; IV и V
Международных конференциях “Нелинейные колебания механических си-
стем”. Нижний Новгород, 1996, 1999; Всероссийской научной конференции,
посвященной 200-летию ЯрГУ им. П.Г. Демидова, Ярославль, 2003; VI Inter-
national Congress on Mathematical Modeling. Sept. 20-26, 2004, Nizhny Nov-
gorod; Всероссийской научной конференции “Современные методы теории
функций и смежные проблемы”. Воронеж, 2005; на Воронежской зимней
математической школе С.Г. Крейна – 2006, 2008. Воронеж: ВорГУ; Inter-
national Conference “Tikhonov and Contemporary Mathematics”, Moscow, June
19-25 2006; на VIII международной школе “Хаотические автоколебания и об-
разование структур”, 9-14 октября 2007 г. Саратов; Всероссийской научной
конференции с международным участием "Математическое моделирование
и краевые задачи"(Ч. 3: Дифференциальные уравнения и краевые задачи).
Самара: СамГТУ, 2008.

Публикации
Результаты диссертации опубликованы в более чем 30 работах, из них 17

статей в научных журналах списка ВАК и 12 тезисов докладов на между-
народных конференциях. Все результаты совместных статей, включенные в
диссертацию, получены лично автором, результаты статьи [17], принадле-
жащие научному консультанту Колесову А.Ю. и Розову Н.Х., приведены в
целях связности изложения, что специально оговорено в тексте диссертации.
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Структура диссертации
Диссертация состоит из введения, шести глав, списка литературы (155

наименований) и двух приложений. Общий объем диссертации составляет
271 страницу.

Общая схема работы такова: сначала изучается система из минимально
возможного числа (двух) осцилляторов. Причем для формулировки строгих
результатов предполагается, что каждый из осцилляторов находится вбли-
зи бифуркации Андронова - Хопфа, а связь между ними слабая. На основе
полученных асимптотических формул делаются выводы о поведении реше-
ний нескольких конкретных систем из нейродинамики, а затем численными
методами устанавливаются границы применимости этих асимптотик. Затем
изучается поведение бо́льшего числа осцилляторов. Речь идет о трех однона-
правленно связанных в кольцо колебательных системах. Далее рассматри-
вается уже сколь угодно большое число диффузионно связанных осцилля-
торов, в случае когда их амплитуды близки, а общее поведение описывается
системой дифференциальных уравнений для разностей фаз. В этой ситу-
ации обнаруживается явление, составляющее один из главных результатов
работы: ляпуновская размерность аттрактора соответствующей системы мо-
нотонно растет по почти линейному закону с ростом числа осцилляторов.
В последних частях работы рассмотрены в одном случае краевые задачи
гиперболического типа, которые при разложении по модам дают счетную
систему связанных нелинейных дифференциальных уравнений, а в другом
— сингулярно возмущенное уравнение с двумя запаздываниями, также сво-
дящееся, в конечном итоге, к модельной системе из счетного числа осцил-
ляторов. Для того, чтобы показать, что сложность поведения решений ди-
намической системы не обязательно является результатом взаимодействия
большого числа осцилляторов, в работе рассмотрены несколько моделей с
полутора степенями свободы и показано наличие у них явления мультиста-
бильности и буферности.

Содержание работы
Во введении описана постановка задачи, а также кратко изложено со-

держание диссертации по главам. Указаны цели диссертации, основные ме-
тоды исследования, актуальность и научная новизна результатов. Кроме
того, описан применяемый в работе для численного анализа метод динами-
ческой перенормировки.
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Коротко остановимся на источниках происхождения задач о связанных
осцилляторах и соответственно на актуальности темы исследований. Сра-
зу отметим довольно большое число моделей такого рода, возникающих как
результат изучения взаимодействующих механических, электрических, био-
логических систем (см. [1–4]). Одним из характерных примеров, особенно
активно изучаемых в последнее время, является задача о взаимодействии
нервных клеток, на решение которой в значительной мере направлены уси-
лия в области нейродинамики (см. [5, 6]). С другой стороны, источником
систем диффузионно взаимодействующих осцилляторов являются различ-
ные краевые задачи, в частности краевая задача типа “реакция-диффузия”,
которая представляет собой важный объект исследований в проблеме изу-
чения механизмов пространственно-временных флуктуаций в моделях био-
логических и физических систем. Выпишем эту задачу в простейшем случае

∂u

∂t
= νD

∂2u

∂x2 + (A0 + εA1)u + F (u),
∂u

∂x

∣∣∣∣
x=0

=
∂u

∂x

∣∣∣∣
x=1

= 0, (1)

когда областью изменения пространственной переменной является отрезок
[0, 1], а вектор-функция u(t, x) ∈ R2. Будем считать, что чисто мнимому
собственному числу iω матрицы A0 соответствует собственный вектор a, а
собственному числу −iω сопряженной матрицы A∗

0 — собственный вектор b,
причем (a, b)=1. Предположим, что D = diag {d1, d2} , d1, d2 > 0, d1+d2 = 1,
F (u) = F2(u, u) + F3(u, u, u) + O(‖u‖4), где вектор-функции F2, F3 линейны
по каждому аргументу, 0 < ε ¿ 1 — малый параметр. Вещественную часть
первой ляпуновской величины, вычисленной при ε = 0,

d0 + iωc0 =(F3(ā, a, a) + F3(a, ā, a) + F3(a, a, ā)+

+ F2(a, v0) + F2(v0, a) + F2(v1, ā) + F2(ā, v1), b),
(2)

где v0 = −A−1
0 (F2(a, ā) + F2(ā, a)) , v1 = (2iωE − A0)

−1F2(a, a), полагаем
отрицательной, а матрицу A1 такой, что пара собственных чисел матрицы
A0+εA1 переходит при ε > 0 в правую комплексную полуплоскость. Условия

Re(A1a, b) > 0 и d0 < 0 (3)
обеспечивают существование пространственно однородных периодических
режимов краевой задачи (1), которые устойчивы при достаточно большом
ν. Важной задачей при изучении структуры распределенных устойчивых
решений задачи (1) является проблема определения характера потери устой-
чивости пространственно однородного решения и исследование ветвящихся
при этом режимов. Непосредственный анализ краевой задачи (1) приводит
к серьезным трудностям, поэтому имеет смысл рассмотреть упрощенную
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модель, которая бы сохраняла существенные свойства исходной краевой за-
дачи. В этом смысле не до конца исследованными остаются разностные ап-
проксимации по пространственным переменным, простейшие из которых мы
и рассмотрим. Заменим в краевой задаче (1) оператор дифференцирования
по пространственной переменной разностным так, что

∂uj

∂t
= νDN 2(uj−1 − 2uj + uj+1) + (A0 + εA1)uj + F (uj) , (4)

узлы аппроксимации выберем в точках xj = (j − 1/2)/N, (j = 1 . . . N).
Краевые условия заменим на

u0 = u1, uN = uN+1 . (5)

Таким образом, получена система связанных идентичных друг другу осцил-
ляторов с диффузионной связью. Система обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений (4), (5) является в данной работе одним из основных объек-
тов исследования. Важным обобщением данной системы является задача о
диффузионном взаимодействии колебательных систем с бесконечномерным
фазовым пространством. В этом случае система обыкновенных дифферен-
циальных уравнений для парциального осциллятора из (4) заменяется кра-
евой задачей или уравнением с запаздыванием. В случае когда эта краевая
задача имеет единственный аттрактор (например, цикл или тор), ее иссле-
дование, как правило, не значительно отличается от исследования задачи
(4), (5). Однако каждая из таких парциальных задач может иметь большое,
даже счетное число аттракторов. Динамические свойства диффузионно свя-
занных колебательных систем, у каждой из которых имеется несколько ат-
тракторов, также являются одним из объектов исследования работы.

Глава 1. Диффузионное взаимодействие двух близких
осцилляторов

Изучение связанных динамических систем колебательного типа есте-
ственно начинать с простейшего случая, когда таких систем только две.
В связи с этим первая глава работы посвящена динамике слабого диффу-
зионного взаимодействия пары идентичных нелинейных динамических си-
стем, каждая из которых имеет устойчивый предельный цикл, возникаю-
щий в результате бифуркации Андронова – Хопфа. Использование метода
нормальных форм позволяет проследить за фазовыми перестройками со-
вокупной динамической системы при изменениях коэффициента диффузии.
Оказалось, что общий сценарий таких перестроек существенно меняется при
изменении первой ляпуновской величины, определяющей характеристики
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периодических синхронных колебаний. На плоскости параметров динамиче-
ской системы выделены области значений с различными сценариями фазо-
вых перестроек, в частности, найдена область, в которой нормализованная
динамическая система имеет каскад бифуркаций хаотических аттракторов.
Следует сразу отметить, что доказательство утверждения о соответствии
между решениями исходной и нормализованной систем удается получить
лишь для грубых циклов и торов и при достаточно малой надкритичности.
В случае, когда надкритичность велика или нормализованная система имеет
хаотические аттракторы, необходим численный анализ. Во втором разделе
данной главы описаны результаты численного эксперимента, выполненного
для системы из двух уравнений с запаздыванием из нейродинамики.

Рассмотрим систему (4)-(5) в простейшем случае N = 2, тогда приходим
к следующей системе обыкновенных дифференциальных уравнений:

u̇1 = εD(u2 − u1) + (A0 + εA1)u1 + F (u1) ,
u̇2 = εD(u1 − u2) + (A0 + εA1)u2 + F (u2) ,

(6)

где 4D обозначено снова D, а ν = ε. Система (6) соответствует разбие-
нию отрезка изменения x на две части. Понятно, что система (6), так же
как и система (4)-(5), для других разбиений имеет важное самостоятельное
значение, поскольку описывает взаимодействие двух или большего числа
слабо связанных осцилляторов. Нормализация системы (6) позволяет выде-
лить амплитудные и фазовые переменные и исследовать характер потери
устойчивости пространственно однородного (синхронного u1(t) ≡ u2(t)) пе-
риодического решения. Наша цель состоит в выделении параметров, опреде-
ляющих динамику (6), и исследовании областей бифуркаций циклов, торов
и странных аттракторов этой системы.

В соответствии со стандартным алгоритмом нормализации (см., напри-
мер, [7, 8, 30]) система (6) с помощью замены

uj(t, s) =
√

εu0j(t, s) + εu1j(t, s) + ε3/2u2j(t, s) + . . . , j = 1, 2, s = εt, (7)

где u0j(t, s) = zj(s) exp (iωt)a+z̄j(s) exp (−iωt)ā, а u1j(t, s) и u2j(t, s) — 2π/ω-
периодические по t функции, может быть сведена к системе для медленно
меняющихся комплексных амплитуд z1(s) и z2(s).

z′1 = (A1a, b)z1 + (d0 + ic0)|z1|2z1 + (Da, b)(z2 − z1),

z′2 = (A1a, b)z2 + (d0 + ic0)|z2|2z2 + (Da, b)(z1 − z2),
(8)

которая представляет собой нормальную форму системы (6) с отброшенны-
ми членами более высокого по ε порядка малости. В системе (8) штрихом
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обозначена производная функций zj(s) по s, а коэффициент d0 + ic0 при
кубической нелинейности задается формулой (2). Считаем, что выполнено
условие (3). Это гарантирует возникновение у каждой парциальной системы
(6) в результате бифуркации Андронова – Хопфа орбитально асимптотиче-
ски устойчивого цикла.

Будем называть автомодельным циклом системы (8) ее периодическое
решение вида zj(s) = z0

j exp(iσs) , j = 1, 2 , (9)
где z0

j ∈ C, j = 1, 2 и σ ∈ R – некоторые постоянные. В свою очередь
двумерным автомодельным тором системы (8) будем называть ее квазипе-
риодическое решение вида

zj(s) = z0
j (s) exp(iσs) , j = 1, 2 , (10)

где σ – вещественная постоянная, а комплекснозначные функции z0
j (s), j =

1, 2 периодичны по s с некоторым периодом T0 > 0. Предполагаем, что
решение (10) не приводится к виду (9).

Для автомодельных циклов и торов системы (8) выполнена следующая
стандартная теорема о соответствии

Теорема 1. Предположим, что система (8) имеет некоторый автомо-
дельный цикл (тор), экспоненциально орбитально устойчивый или дихо-
томичный. Тогда найдется такое достаточно малое ε0 > 0, что при всех
0 < ε 6 ε0 исходная система (6) имеет цикл (двумерный инвариантный
тор) с теми же свойствами устойчивости, асимптотика которого зада-
ется формулами (7) с учетом равенств (9) или (10) соответственно.

С помощью нормирующих замен zj(s) = (−Re(A1a, b)/d0)
1/2ξj(s)e

iτj(s),
Re(A1a, b)s → s от системы (8) может быть отщеплена трехмерная система
относительно амплитуд ξ1, ξ2 и разности фаз α = τ2 − τ1

ξ′1 = κξ2 cos(α + δ) + (1− κ cos δ − ξ2
1)ξ1 ,

ξ′2 = κξ1 cos(α− δ) + (1− κ cos δ − ξ2
2)ξ2 ,

α′ = −κ
[
ξ2

ξ1
sin(α + δ) +

ξ1

ξ2
sin(α− δ)

]
+ b0(ξ

2
1 − ξ2

2) ,

(11)

где ψ0=Im(A1a, b)/Re(A1a, b),κ=|(Da, b)|/Re(A1a, b), δ= arg((Da, b)), b0=c0/d0.
Рассмотрим поведение системы (11) при фиксированных δ, b0 и измене-

нии параметра связи κ. На плоскости параметров δ и b0 будем рассматривать
лишь полосу −π/2 6 δ 6 0, поскольку вне ее состояние равновесия (1, 1, 0)T

оказывается неустойчивым при достаточно больших κ. В этой полосе можно
выделить две области с принципиально разными сценариями качественных
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Рис. 1.

перестроек динамической системы (11). На рис. 1 эти области разделяет
кривая с номером семь. Сценарии фазовых перестроек проиллюстрируем на
примере двух типичных случаев, при которых реализуются соответственно
первый и второй из них, а затем опишем кривые, построенные на рис. 1.

Теорема 2. Пусть в системе (11) δ = − arctg(π/2), b0 = (π + 6)/(3π − 2)
(выполнено для системы диффузионно слабо связанных уравнений Хатчин-
сона, соответствующая точка отмечена на рис. 1 кружком), тогда в ней
при уменьшении κ происходят следующие фазовые перестройки:

1. При значениях параметра κ > κπ,1 ≈ 0.931 глобально устойчивым
является единственное состояние равновесия (1, 1, 0)T (соответствует
синхронному периодическому режиму у исходной системы), а при κ < κπ,1
к нему добавляется неустойчивое состояние равновесия (ξ∗, ξ∗, π)T (соот-
ветствует колебаниям в противофазе у исходной системы).

2. При уменьшении κ до значения κ = κAC ≈ 0.544 из “воздуха” рожда-
ются еще два устойчивых состояния равновесия – точки A = (ξ∗1 , ξ

∗
2 , α

∗
1)

T

и B = (ξ∗2 , ξ
∗
1 ,−α∗1)

T , где ξ∗1 > ξ∗2 , 0 < α∗1 < π/2, и два неустойчивых —
C = (η∗1, η

∗
2, α

∗
2)

T и D = (η∗2, η
∗
1,−α∗2)

T , где η∗1 > η∗2, 0 < α∗2 < π/2, кроме того
η∗1 > ξ∗1 , ξ

∗
2 > η∗2 (соответствуют не синхронизированным периодическим

режимам у исходной системы). Состояния равновесия A и B устойчивы
при уменьшении параметра κ вплоть до значения κC ≈ 0.524.

3. При κ = κC состояния A и B теряют устойчивость с рождени-
ем устойчивых циклов CA и CB (бифуркация Андронова-Хопфа). (Этим
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циклам системы (11) соответствуют не синхронизированные квазипери-
одические колебания системы (6).)

4. При κ = κкр ≈ 0.5015 (критическое для пространственно однород-
ных режимов значение) неустойчивые неподвижные точки C и D слива-
ются с однородным состоянием равновесия и отбирают его устойчивость.

5. При дальнейшем уменьшении κ устойчивые циклы CA и CB, родив-
шиеся из точек A и B, увеличиваются в размерах до тех пор, пока при
κ = κS ≈ 0.481 не сомкнутся в точке (1, 1, 0)T . В результате происхо-
дит объединение пары циклов в один CU , который остается устойчивым
вплоть до значения κ = κπ,3 ≈ 0.429.

6. При κ = κπ,2 ≈ 0.466 от неустойчивого состояния равнове-
сия (ξ∗, ξ∗, π)T в результате бифуркации Андронова-Хопфа ответвляется
неустойчивый цикл CΠ, который при κ = κπ,3 сливается с устойчивым
циклом CU и исчезает.

7. При κπ,3 > κ > 0 система имеет единственное, глобально устой-
чивое состояние равновесия (ξ∗, ξ∗, π)T , соответствующее колебаниям в
противофазе системы (6).

Формулы для определения величин ξ∗1 , ξ
∗
2 , α

∗
1, η

∗
1, η

∗
2, α

∗
2 и бифуркацион-

ных значений κ даны в п. 1.1.2 диссертации. Для значений δ, b0, располо-
женных между кривыми, отмеченными числами семь и единицей, не про-
исходит существенных изменений в вышеизложенном сценарии. Лишь для
точек плоскости, лежащих выше кривой, отмеченной числом 5, последняя
из описанных бифуркаций упрощается: устойчивый цикл не аннигилиру-
ет с неустойчивым, а стягивается при κ = κπ,2 в состояние равновесия
(ξ∗, ξ∗, π)T . Кроме того, для точек области, расположенных выше кривой,
отмеченной четверкой, при потере устойчивости однородного состояния рав-
новесия (1, 1, 0)T от него ответвляются устойчивые неподвижные точки A и
B, а докритических устойчивых режимов не существует.
Теорема 3. Пусть параметры системы (11) принимают значения δ =
−π/3 и b0 = 10 (соответствующая точка отмечена на рис. 1 звездочкой),
тогда выполнены следующие утверждения:

1. При κ > κкр ≈ 8.16 однородное состояние равновесия (1, 1, 0)T –
глобально устойчиво, докритических режимов нет.

2. Уменьшение κ приводит к ответвлению при κ = κкр пары состоя-
ний равновесия A и B, наследующих устойчивость однородного режима.

3. При κкр < κ < κS,2 ≈ 2.059 состояния равновесия A и B остаются
единственными устойчивыми режимами системы.

4. При κ = κS ≈ 2.898 сепаратрисы, выходящие из седлового одно-
родного состояния равновесия (1, 1, 0)T , возвращаются в него, образуя две
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симметричные петли, из которых при дальнейшем уменьшении κ рож-
дается пара неустойчивых симметричных циклов CA и CB.

5. При κ = κA,1 неустойчивые направления седлового однородного со-
стояния равновесия попадают на устойчивые многообразия неустойчивых
предельных циклов CA и CB. Отметим, что состояния равновесия A и B
остаются по-прежнему устойчивыми.

6. При κ < κA,1 колебания становятся неупорядоченными, рождается
странный аттрактор.

7. При κ = κC ≈ 1.94 неподвижные точки A и B теряют устойчи-
вость в результате обратной бифуркации Андронова-Хопфа: в них стяги-
ваются неустойчивые циклы CA и CB.

Бифуркации, происходящие с системой (11), при κC > κ > 0 удобнее
описывать при возрастающем κ.

8. При 0 < κ < κπ,2 = 0.5 глобально устойчива точка (ξ∗, ξ∗, π)T .
9. При κ = κπ,2 от состояния равновесия (ξ∗, ξ∗, π)T ответвляется

самосимметричный устойчивый цикл CΠ (бифуркация Андронова-Хопфа).
10. При κ = κπ,1 состояние равновесия (ξ∗, ξ∗, π)T пропадает.
11. При κ = κS

1 ≈ 1.4 симметрия цикла CΠ теряется, он расщепляется
на два симметричных друг другу цикла CT

1 , C̄T
1 .

12. При κ = κ1,1 ≈ 1.4589,κ1,2 ≈ 1.4594 . . .κ1,∞ ≈ 1.45955 с каждым
из циклов CT

1 , C̄T
1 происходит каскад бифуркаций удвоения периода. В ре-

зультате при κ > κ1,∞ имеем два симметричных странных аттрактора
AT

1 , ĀT
1 , возникших по фейгенбаумовскому сценарию.

13. При κ = κH
1 ≈ 1.4596 пара симметричных странных аттрак-

торов AT
1 , ĀT

1 объединяется в один самосимметричный AS
1 , который при

κ = κA
1 ≈ 1.46 превращается в самосимметричный двухобходный цикл CS

1 ,
условно “двойного” по сравнению с CΠ периода.

14. При увеличении κ процесс повторяется: при κ = κS
2 ≈ 1.5 теря-

ется симметрия цикла CS
2 , затем с каждым из пары родившихся циклов

CT
2 , C̄T

2 при κ = κ2,1 ≈ 1.507,κ2,2 ≈ 1.5072 . . .κ2,∞ ≈ 1.5073 происходят би-
фуркации удвоения, завершающиеся рождением симметричных странных
аттракторов AT

2 , ĀT
2 и т.д.

Таким образом, имеем каскад бифуркаций странных аттракторов
AT

j , ĀT
j ; AS

j и циклов CT
j , C̄T

j ; CS
j , j = 1, 2 . . . сопровождающийся услож-

нением их структуры. Вычислена оценка значения κ∞ ≈ 1.527, к которому
сходятся последовательности κH

n ,κA
n ,κS

n ,κn,∞ при n →∞.
Опишем кривые, изображенные на рис. 1. Числом один помечена кри-

вая, для которой критическое значение κкр обращается в нуль, тем самым,
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для δ, b0 ниже данной кривой однородное состояние равновесия устойчиво
при всех положительных значениях κ. Кривые, помеченные числами два,
три и четыре, делят плоскость на области так, что между кривыми два и
три, а также выше кривой четыре расположены значения δ, b0, для кото-
рых система (11) не имеет при κ > κкр неоднородных состояний равнове-
сия A,B, C, D, а для значений δ, b0 из остальных областей такие состояния
равновесия имеются. Далее, числом шесть на рис. 1 отмечен график зависи-
мости b0 = − ctg 2δ, для значений δ, b0 выше которого состояние равновесия
(ξ∗, ξ∗, π)T теряет устойчивость колебательным образом. Кривая, отмечен-
ная числом пять, соответствует значениям параметров, при которых веще-
ственная часть ляпуновской величины, вычисленной в точке (ξ∗, ξ∗, π)T при
κ = κπ,2, обращается в нуль, тем самым, при значениях δ, b0 выше этой кри-
вой происходит рождение устойчивого цикла (κ > κπ,2), а ниже кривой –
неустойчивого (κ < κπ,2). В свою очередь, кривая с номером семь представ-
ляет значения параметров, при которых вычисленная уже для симметрич-
ных состояний равновесия A и B, при критических значениях параметра
κ = κC вещественная часть ляпуновской величины обращается в нуль. При
этом для значений δ, b0 ниже этой кривой потеря устойчивости состояний
равновесия A и B происходит мягко с рождением устойчивых циклов CA и
CB (κ < κC), а выше кривой — жестко. В последнем случае при κ > κC в
данные состояния равновесия стягиваются неустойчивые циклы.

Основной результат данной главы состоит в том, что кривая с но-
мером семь на рис. 1 разделяет области параметров, соответствующие
хаотическому и нехаотическому сценариям фазовых перестроек, а верхние
ветви кривых с номерами шесть и семь выделяют область хаотическо-
го сценария с квазифейгенбаумовским каскадом бифуркаций хаотических
аттракторов, описанных в теореме 3.

Во втором разделе первой главы рассмотрена задача слабого диффузи-
онного взаимодействия пары одинаковых осцилляторов из нейродинамики

u̇1 = λ
[− 1− r1 exp(−u2

1) + r2 exp(−u2
1(t− 1))

]
u1 + D(u2 − u1),

u̇2 = λ
[− 1− r1 exp(−u2

2) + r2 exp(−u2
2(t− 1))

]
u2 + D(u1 − u2).

(12)

Здесь характеризующий связь нейронов между собой коэффициент D > 0
мал. На основе построений первого раздела выполняется локальный асимп-
тотический анализ данной задачи, а затем с помощью численного анализа
системы (12) устанавливается, что в широкой области значений параметров
локальные фазовые перестройки происходят в соответствии с фазовыми пе-
рестройками нормальной формы.
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Глава 2. Нерегулярные колебания в цепочках из трех однонаправ-
ленно связанных осцилляторов

Во второй главе рассматривается система из трех однонаправленно свя-
занных в кольцо осцилляторов, каждый из которых моделируется некото-
рой нелинейной системой обыкновенных дифференциальных или разност-
ных уравнений с единственным аттрактором – положением равновесия или
циклом. Удается показать, что эти генераторы при подходящем выборе пара-
метров могут демонстрировать совместное хаотическое поведение. В первой
части главы рассмотрена система осцилляторов, моделями которых служат
обыкновенные дифференциальные, а во второй части — разностные урав-
нения. По результатам проведенных исследований может быть предложен
простой и эффективный способ создания генераторов хаотических колеба-
ний. Реализуемость общей идеи проектирования кольцевых хаотических ге-
нераторов проиллюстрируем на примере системы

üj + εu̇j + uj + µ g(uj−1) = f(uj, u̇j) , j = 1, 2, 3 , u0 = u3, (13)

где ε – малый по модулю параметр произвольного знака, тейлоровское раз-
ложение в нуле функции f(u, v) ∈ C∞ имеет вид

f(u, v) = a1u
2 + a2uv + a3v

2 + b1u
3 + b2u

2v + b3uv2 + b4v
3 + . . . , (14)

функция связи g(u) ∈ C∞ такова, что g(0) = 0, g′(0) = 1, g(u) → 0 при
|u| → ∞ (смысл последнего требования в том, что связь должна гасить
излишне интенсивные сигналы). Что же касается параметра µ > 0, то его
считаем хотя и малым, но подчиненным соотношению:

|ν| ¿ 1 , где ν = ε/µ . (15)

Основное предположение относительно нелинейности f(u, v) состоит в
отрицательности вещественной части комплексной ляпуновской величины,
отвечающей нулевому состоянию равновесия каждого из взаимодействую-
щих осцилляторов при ε = 0

d =
1

2

(
a2(a1 + a3) + b2 + 3b4

)− i

6

(
10a1(a1 + a3) + 4a2

3 + a2
2 + 9b1 + 3b3

)
. (16)

Как известно (см., например, [8]), при условии Re d < 0 и при ε > 0 нуле-
вое решение отдельных уравнений системы (13) экспоненциально устойчиво,
а при ε < 0, |ε| ¿ 1 из нуля рождается устойчивый цикл амплитуды поряд-
ка

√
|ε|. В дальнейшем считаем, что каждый из упомянутых аттракторов
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для парциальных осцилляторов глобально устойчив. Отметим, что одной из
причин, по которой выбор пал именно на такую систему, состоит в том, что
при различных правых частях f она служит математической моделью для
широкого класса автогенераторов с сосредоточенными параметрами.

Следуя изложенной в [9] методике, при условии (15) возможные автоко-
лебательные режимы системы (13) отыскиваются в виде формальных рядов
по целым степеням √µ:

uj =
√

µ
(
zj(τ) exp(it)+zj(τ) exp(−it)

)
+µuj,2(t, τ)+µ3/2uj,3(t, τ)+ . . . , (17)

где j = 1, 2, 3, τ = µ t, все функции uj, k, k > 2 являются 2π-периодическими
по t, а zj(τ) – некоторые, подлежащие определению в ходе алгоритма ком-
плексные амплитуды. Подставляя формулы (14), (17), вместе с равенством
ε = νµ в систему (13) и приравнивая коэффициенты при µ, на третьем шаге
алгоритма из условий разрешимости системы для uj, 3 в классе периодиче-
ских по t функций получаем для комплексных амплитуд zj(τ), j = 1, 2, 3
укороченную нормальную форму исходной системы (13)

z′j =
i

2
zj−1 + d |zj|2zj , j = 1, 2, 3 , z0 = z3, (18)

где комплексная постоянная d задается равенством (16), а штрихом обозна-
чено дифференцирование по τ .

Справедливо следующее стандартное утверждение о соответствии.

Теорема 4. Предположим, что система (18) имеет некоторый автомо-
дельный цикл (тор), экспоненциально орбитально устойчивый или дихо-
томичный. Тогда найдутся такие достаточно малые µ0, ν0 > 0, что при
всех ε, µ : 0 < µ 6 µ0, |ε|/µ 6 ν0 исходная система (13) имеет цикл
(двумерный инвариантный тор) с теми же свойствами устойчивости,
асимптотика которого задается формулой (17).

В системе (18) выполним замены zj

√−2 Re d → ξj exp(iϕj) , τ/2 → τ ,
ξj > 0 , 0 6 ϕj 6 2π , j = 1, 2, 3 , сводящие ее к пятимерной системе

ξ′1 = ξ3 sin ψ1 − ξ3
1 , ξ′2 = ξ1 sin ψ2 − ξ3

2 , ξ′3 = −ξ2 sin(ψ1 + ψ2)− ξ3
3 ,

ψ′1 = c0 (ξ2
1 − ξ2

3) +
ξ3

ξ1
cos ψ1 − ξ2

ξ3
cos(ψ1 + ψ2) ,

ψ′2 = c0 (ξ2
2 − ξ2

1) +
ξ1

ξ2
cos ψ2 − ξ3

ξ1
cos ψ1 ,

(19)

где c0 = −Im d/Re d, ψ1 = ϕ1 − ϕ3, ψ2 = ϕ2 − ϕ1.
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Нетрудно проверить, что система (19) имеет состояние равновесия

O = (ξ0
1 , ξ0

2 , ξ0
3 , ψ0

1, ψ0
2) : ξ0

1 = ξ0
2 = ξ0

3 =
4
√

12/2 , ψ0
1 = ψ0

2 = 2π/3 , (20)
которое экспоненциально устойчиво при c0 ∈ (c−, c+), где c± = 12

√
3±5

√
23

и неустойчиво при c0 ∈ R\ [c−, c+]. В пункте 2.1.2 показано, что при прохож-
дении параметра c0 через критические значения потеря устойчивости проис-
ходит колебательным образом с возникновением в результате бифуркации
Андронова – Хопфа устойчивого цикла. Применение теоремы 4 позволя-
ет утверждать, что исходная система (13) имеет в этих случаях устойчивый
цикл и двумерный тор соответственно. Динамические свойства системы (19)
при дальнейших изменениях параметра c0 изучались численно. Проделан-
ный анализ показал богатое разнообразие динамических свойств системы
(19), главное из которых – наличие в ней хаотических колебаний при всех
|c0| > 54.7. Действительно, это означает, что кольцевой хаотический генера-
тор можно сконструировать, взяв за основу практически любой известный
классический генератор периодических колебаний, моделирующийся урав-
нением (13), необходимо лишь добиться выполнения требуемой оценки для
|c0| за счет надлежащего выбора параметров парциальной системы. Следует
отметить, что теорема 4 в этом случае уже не применима, и для исходной си-
стемы (13) с конкретными значениями параметров требуется дополнитель-
ный анализ поведения решений. В качестве примера, к которому применима
описанная локальная теория, было рассмотрено уравнение Ван дер Поля –
Дуффинга. Далее, в пункте 2.1.3 изучены две модели из радиофизических
приложений.

Глава 3. Цепочки диффузионно связанных осцилляторов

В данной главе перейдем от рассмотрения свойств небольшого числа
связанных колебательных систем к исследованию динамики произвольно-
го их количества. В предположении, что связь между осцилляторами слаба,
строится нормальная форма задачи, а по ней система фазовых уравнений,
определяющая качественное поведение решений. Аналитическое и числен-
ное исследование полученных фазовых уравнений выполнено для различ-
ного числа осцилляторов и различных значений параметра, выраженного в
инвариантах исходной системы. Численный анализ полученной модели по-
казал, что в широком диапазоне изменения параметров увеличение числа
осцилляторов при наличии между ними слабой связи приводит к возникно-
вению хаотических колебаний растущей ляпуновской размерности. Данный
результат находит подтверждение в численном эксперименте выполненном
для классической модели такого типа — уравнения Гинзбурга – Ландау.
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Для системы (4), (5) будем считать выполненными принятые выше усло-
вия, дополнительно предполагая, что ν = µε, где 0 < µ ¿ 1 — положитель-
ный малый параметр, а N 2D обозначено снова D.

Применение к системе (4), (5) метода нормальных форм после замены

переменных uj = ξj

(
exp(iωτj)a+exp(−iωτj)ā

)
+

n∑
k,l=1

ξkξluklj + . . . , где uklj —

векторные тригонометрические полиномы аргументов ωτ1, . . . ωτn, приводит
в результате отбрасывания слагаемых высшего порядка малости и норми-
рующих замен ξj/

√
ε → ξj, εt = τ, к системе медленных движений

ξ′j = φ0ξj+d0ξ
3
j +µg

[
ξj+1 cos(αj+γ)− 2ξj cos γ + ξj−1 cos(αj−1−γ)

]
,

α′j = c0(ξ
2
j+1 − ξ2

j ) + µg

[
ξj+2

ξj+1
sin(αj+1 + γ)− ξj+1

ξj
sin(αj + γ)−

− ξj

ξj+1
sin(αj − γ) +

ξj−1

ξj
sin(αj−1 − γ)

]
,

(21)

где αj = ω(τj+1 − τj), φ0 = Re(A1a, b), g = |(Da, b)|, γ = arg(Da, b), d0 + ic0
вычисляется по формуле (2), штрихом обозначена производная по τ .

Следует отметить, что при ν = µε к краевой задаче (1) может быть
применен метод квазинормальных форм, в частности, как показано в [7],
решения этой задачи при некоторых дополнительных ограничениях с точ-
ностью до ε3/2 приближаются решениями нормализованной краевой задачи

∂ξ

∂τ
= µ(Da, b)

∂2ξ

∂x2 + (A1a, b)ξ + dξ |ξ|2 ,
∂ξ

∂x
(τ, 0) =

∂ξ

∂x
(τ, 1) = 0, (22)

где, как и выше, τ = εt, а для решений краевой задачи (4) имеет место
асимптотическое разложение u(t, τ, x) =

√
ε
(
ξ(τ, x)eiωta+ξ(τ, x)e−iωta

)
+. . .

Применение конечно-разностных аппроксимаций по пространственной
переменной к краевой задаче (22) и последующий переход к полярным ко-
ординатам также приводят к формулам (21). Отметим, что уравнение (22)
представляет собой вариант уравнения Гинзбурга – Ландау с пространствен-
ной переменной, определенной на отрезке [0, 1].

При достаточно малых µ система (21) имеет глобально экспоненциально
устойчивое интегральное многообразие, для которого выполнено следующее
утверждение

Теорема 5. Существуют такие достаточно малые положительные чис-
ла ε0, µ0 и не зависящее от них положительное число r0, что при 0 <
ε0 6 ε0, 0 < µ 6 µ0 система (4), (5) имеет N -мерный инвариантный тор,
задаваемый равенствами
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ηj =

(
− φ0

Re d

)1/2 (
1 + µϕj(α1, . . . , αN , µ)

)
, j = 1, . . . , N. (23)

где ϕj — гладкие по совокупности переменных 2π-периодические по αk

функции, к которому при t → ∞ стремятся все решения с ненулевыми
начальными условиями из шара радиуса r0 с центром в нуле. Для ϕj спра-
ведливы асимптотические формулы

ϕj =
g

φ0

(
cos(αj+1 + γ)− 2 cos γ + cos(αj−1 − γ)

)
+ O(µ). (24)

Характер поведения решений на этом торе с точностью до слагаемых
порядка µ описывается системой фазовых уравнений

α̇j=2 sin αj− sin αj−1− sin αj+1+κ(cos αj−1− cos αj+1), j = 1, . . . , N−1. (25)

Здесь α0 = αN = 0, κ = x0+b0

x0b0−1 , x0 = − Im(Da, b)
Re(Da, b) , b0 = c0/d0.

Таблица 1.
κ = 1.5 κ = 2 κ = 2.5 κ = 3 κ = 3.5 κ = 4

N = 5 3.042 2.558 1 1 1 1
N = 6 4.028 3.02 1 1 1 1
N = 7 4.729 4.997 5.049 5.101 5.134 5.207
N = 8 5.401 5.74 5.869 5.99 6.054 6.125
N = 9 6.127 6.521 6.735 6.913 6.965 7.046
N = 10 6.766 7.259 7.527 7.667 7.8 7.940
N = 11 7.383 8.05 8.362 8.505 8.657 8.809
N = 12 8.002 8.741 9.132 9.337 9.502 9.639
N = 13 8.502 9.395 9.926 10.164 10.31 10.481
N = 14 9.032 10.116 10.638 10.923 11.173 11.302
N = 15 9.564 10.74 11.349 11.691 11.946 12.145
N = 16 10.079 11.375 12.062 12.439 12.725 12.997
N = 17 10.572 12.011 12.753 13.203 13.506 13.74
N = 18 10.944 12.618 13.425 13.925 14.277 14.509
N = 19 11.35 13.244 14.076 14.636 15.055 15.322
N = 20 11.83 13.74 14.767 15.328 15.746 16.106

В пункте 3.1.3 выполнен полный качественный анализ системы (25) для
N = 2, 3, 4. При достаточно большом κ и N > 4 система (25) может де-
монстрировать неупорядоченное поведение решений. В связи с этим была
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выполнена численная оценка ляпуновских экспонент и ляпуновской размер-
ности. В таблице 1 содержатся численные оценки величины ляпуновской
размерности dL, выполненные при различных значениях κ и N > 4. Нетруд-
но проверить, что зависимость dL от N близка к линейной, в пункте 3.1.3
приведены соответствующие оценки.

В разделе 3.2 на основе численного анализа изучен вопрос об аттрак-
торах уравнения Гинзбурга – Ландау (22), которое приведено к виду

ẇ = µ(1− ia)w′′ + w − (1 + ib)w|w|2, w′(t, 0) = w′(t, 1) = 0. (26)

Данная краевая задача заменяется конечномерной моделью

u̇j = µN 2(uj+1−2uj+uj−1 + a(vj+1−2vj+vj−1)
)

+ uj − (uj−bvj)(u
2
j+v2

j ),

v̇j = µN 2(vj+1−2vj+vj−1 − a(uj+1−2uj+uj−1)
)

+ vj − (vj+buj)(u
2
j+v2

j ),

j = 1, . . . , N, u0 = u1, v0 = v1, uN+1 = uN , vN+1 = vN ,

где wj = uj + ivj. Полученная система исследовалась численно при фикси-
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Рис. 2. λmax(N) при µ = 0.005 Рис. 3. dL(N) при µ = 0.005

рованных значениях параметров a = 1, b = 6 и изменении µ и N . На рис.
2, 3 представлено по одной из серии зависимостей старшего ляпуновского
показателя λmax(N) и ляпуновской размерности dL(N) при фиксированном
µ и изменении 5 6 N 6 30. Нетрудно видеть, что с ростом N эта величина
стремится к некоторому пределу. Численный анализ показывает, что этот
предел растет с уменьшением µ. На рис. 4 изображен график зависимости
dL(µ) при N = 20. Здесь также наблюдается рост dL с уменьшением µ, ко-
торый при достаточно малом µ сменяется падением. При увеличении N это
падение происходит при меньших µ, что определяет границы применимости
разностных аппроксимаций.
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Рис. 4. dL(µ) при N = 20

В пунктах 3.1.5 и 3.2.2 краевые задачи (1) и (26) рассматривались на
окружности, то есть для них выполнялись периодические краевые условия.

Асимптотические методы, применяемые при анализе системы (4), (5),
дают укороченную систему фазовых уравнений (25). Относительно грубых
решений этой системы доказана теорема 5 о соответствии, однако в случае,
когда нормализованные системы имеют хаотический аттрактор, доказатель-
ство такого утверждения сопряжено с существенными трудностями, если
вообще возможно, поскольку соответствующий аттрактор может оказаться
не гиперболическим. Именно поэтому в такой ситуации необходим числен-
ный эксперимент. С этой точки зрения результаты выполненных в разделе
3.2 вычислений существенно дополняют утверждения раздела 3.1. Важно
заметить, что результаты, полученные в 3.1.1 и касающиеся краевой задачи
на отрезке, полностью соответствуют численному эксперименту из пункта
3.2.1. В случае же задачи на окружности система для разностей фаз (25)
оказывается негрубой и ее решения никак не соотносятся с результатами
численного анализа. При этом для краевой задачи как на отрезке, так и на
окружности численный эксперимент демонстрирует одни и те же тенденции
в изменениях старшего ляпуновского показателя и размерности аттрактора
системы при уменьшении параметра µ.

Основной вывод по результатам третьей главы состоит в том, что при
уменьшении коэффициента диффузии µ в задачах (26) и аналогичной ей
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задаче с периодическими краевыми условиями возникают хаотические коле-
бательные режимы растущей ляпуновской размерности. Асимптотический
анализ при этом позволяет в некоторых случаях прояснить структуру би-
фурцирующих режимов.

Глава 4. Нелинейные волновые уравнения и их дискретные ана-
логи

В главах два и три рассматривались цепочки связанных генераторов с
сосредоточенными параметрами с диффузионной (глава 3) и однонаправ-
ленной связью (глава 2). Было установлено, что в обоих случаях в соот-
ветствующей системе может наблюдаться хаотическое поведение, обуслов-
ленное коллективным взаимодействием парциальных осцилляторов. Пред-
положим теперь, что в цепочках (13) или (4) каждое звено заменено ко-
лебательной системой с распределенными параметрами, каждая из которых
имеет достаточно большое или счетное число устойчивых циклов (т.е. реали-
зуется феномен буферности в простейшем его варианте). В итоге получаем
систему, имеющую (при определенных дополнительных условиях) достаточ-
но большое число сосуществующих хаотических аттракторов. Как показано
в первых двух разделах данной главе при рассмотрении конкретных при-
меров, для того, чтобы добиться требуемого эффекта, вовсе не обязательно
брать цепочку из большого числа звеньев, как это обычно делается в случае
сосредоточенных осцилляторов. Достаточно ограничиться некоторым мини-
мально допустимым их количеством.

В третьей части главы предлагается феноменологическая модель разви-
тия турбулентности, представляющая собой нелинейное уравнение Клейна
– Гордона, возмущенное нелинейными диссипативными добавками. С помо-
щью сочетания аналитических и численных методов устанавливается, что
переход к турбулентности в этом уравнении может происходить как по сце-
нарию Ландау, так и в соответствии со сценарием Ландау – Селла.

В разделе 4.1 рассматривается краевая задача
u̇t + iσ0uxx = u− d|u|2u, u(t, x + 2π) = u(t, x), (27)

где u = u(t, x) — комплекснозначная функция, d = 1+ic0, а c0, σ0 — положи-
тельные параметры, связанные неравенством σ0 > 2c0. Приведенную задачу
будем рассматривать как эволюционную систему в фазовом пространстве
(Re u, Im u) ∈ E × E, где E — гильбертово пространство 2π-периодических
функций класса W 2

2 . Выбранная таким способом парциальная система обла-
дает требуемым свойством буферности, поскольку она имеет счетное число
автомодельных циклов (бегущих волн)
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u = exp[i(σ0n
2 − c0)t + inx], n = 0,±1,±2, . . . , (28)

которые являются устойчивыми (в метрике E × E) при условии σ0 > 2c0
и неустойчивыми при выполнении строго противоположного неравенства.
Рассмотрим, далее, цепочку диффузионно связанных осцилляторов (27), т.е.
систему вида

u̇t + iσ0uxx + iµΛu = u− d|u|2 ∗ u, u(t, x + 2π) = u(t, x), (29)

где u = colon (u1, . . . , uN), |u|2 = colon (|u1|2, . . . , |uN |2); uj = uj(t, x), j =
1, . . . , N — комплекснозначные функции; натуральное N > 5 произвольно
фиксировано; µ > 0 — малый параметр; ∗ — операция покоординатного
умножения векторов, а N × N -матрица связи Λ является трехдиагональ-
ной матрицей с единичными над- и поддиагоналями и главной диагональю
(−1,−2, ...,−2,−1). В разделе 4.1 установлено, что при выполнении условия
σ0 > 2c0 эта система имеет счетное число устойчивых N -мерных торов, при-
чем при некоторых дополнительных ограничениях на параметр c0 каждый
из них является носителем хаотического аттрактора.

Для обоснования этого факта доказывается следующее утверждение.

Лемма 1. Найдется такое достаточно малое µ0 > 0, что при всех
0 < µ 6 µ0 краевая задача (29) имеет пространственно однородный (не
зависящий от x) инвариантный тор

uj = exp(iτj) [1 + µψj(α1, . . . , αN−1, µ)] , j = 1, . . . , N, (30)

где αj = τj+1 − τj, ψj(α1, . . . , αN−1, 0) = (sin αj − sin αj−1)/2. Движения на
нем задаются системой

α̇j = µΦj(α1, . . . , αN−1, µ), j = 1, . . . , N − 1,

τ̇N = −c0 + µΨ(α1, . . . , αN−1, µ) ,
(31)

где α0 = αN = 0, Φj(α1, . . . , αN−1, 0) = −c0(sin αj+1 − 2 sin αj + sin αj−1) +
cos αj−1 − cos αj+1, Ψ(α1, . . . , αN−1, 0) = c0 sin αN−1 − cos αN−1 + 1. Данный
тор экспоненциально орбитально устойчив (неустойчив) в метрике фазо-
вого пространства E2N = E × · · · × E при σ0 − 2c0 > 0 (< 0).

На основе представленной леммы доказывается следующая теорема.

Теорема 6. При выполнении условия σ0 > 2c0 существует такое доста-
точно малое µ0 > 0, что при каждом 0 < µ 6 µ0 краевая задача (29) име-
ет счетное число экспоненциально орбитально устойчивых инвариантных
торов
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An=
{
uj= exp[i(τj+nx)]

(
1+µψj(α1, . . . , αN−1, µ)

)
, j = 1, . . . , N

}
, n∈Z, (32)

движения на которых описываются системами

α̇j = µΦj(α1, . . . , αN−1, µ), j = 1, . . . , N − 1

τ̇N = σ0n
2 − c0 + µΨ(α1, . . . , αN−1, µ) ,

(33)

где α0 = αN = 0, а функции ψj, Φj, Ψ те же, что и в (30), (31).

Системы (31), (33) для αj(t) с точностью до нормирующих замен пере-
менных совпадают с системой (25), исследованной в главе 3. В частности,
численными методами в этой главе показано, что при достаточно большом
c0 и N > 5 в каждой из этих систем наблюдаются хаотические колебания.

В разделе 4.2, в продолжение исследованиям, предпринятым в 4.1 и
главе 2, рассматривается цепочка из трех однонаправленно связанных в
кольцо кубических уравнений Шредингера

∂uk

∂t
+iσ0

∂2uk

∂x2 +ε
[
iuk−1+d|uk|2uk

]
= 0, uk

∣∣∣
x=0

= uk

∣∣∣
x=π

= 0, k = 1, 2, 3, (34)

где uk = uk(t, x) — комплекснозначные функции, причем u0(t, x) ≡ u3(t, x),
ε > 0 — малый параметр, d = 1 + ic0, c0 ∈ R и σ0 > 0 — некоторые по-
стоянные порядка единицы. В качестве фазового пространства задачи (34)

возьмем E6 = E × · · · × E, где E =
◦

W 2
2(0, π), а через

◦
W 2

2 обозначено, как
обычно, соответствующее соболевское пространство функций, удовлетворя-
ющих граничным условиям. Данная задача моделируется бесконечномерной
системой обыкновенных дифференциальных уравнений вида

żn,k = −izn,k−1 − d

[
|zn,k|2 +

4

3

∞∑
m=1
m6=n

]
zn,k, zn,0 = zn,3 n > 1, k = 1, 2, 3, (35)

возникающей после замены uk = uk,0(t, τ, x)+εuk,1(t, τ, x)+ . . . , k = 1, 2, 3,
где τ = εt, uk,j, j > 0 — формальные тригонометрические ряды переменной

t, причем uk,0 =
∞∑

n=1
exp(iσ0n

2t)zn,k(τ) sin nx, k = 1, 2, 3.

Система (35) имеет инвариантные множества вида Ωn =
{
z ∈ Z : zm,k=0,

k = 1, 2, 3 при всех m 6= n; (zn,1, zn,2, zn,3) = (v1, v2, v3) ∈ Ω
}
, где Ω — неко-

торый аттрактор шестимерной системы

v̇k = −ivk−1 − d|vk|2vk, v0 = v3, k = 1, 2, 3, (36)

Отметим, что система (36) с точностью до нормирующих замен совпадает
с системой (18). Используя результаты второй главы удается показать, что

25



при изменении управляющего параметра c0 в такой системе могут наблю-
даться две принципиально различные ситуации:

1) сосуществует счетное число конечномерных хаотических аттракторов,
т. е. имеет место хаотическая буферность;

2) существует хаотический аттрактор бесконечной размерности.
В разделе 4.3 рассматривается модельная динамическая система, в ко-

торой при изменении бифуркационного параметра могут реализовываться
как сценарий фазовых перестроек Ландау, так и сценарий Ландау – Сел-
ла. Первый из упомянутых сценариев связан, как известно, с каскадом би-
фуркаций устойчивых инвариантных торов все более высоких размерностей.
Во втором же случае имеем дело с хаотическим аттрактором, ляпуновская
размерность которого при изменении некоторого управляющего параметра
неограниченно растет. Как и в двух предыдущих разделах, изучаемая кра-
евая задача моделируется цепочкой связанных колебательных систем, на
основе численного анализа которых делается вывод о наличии у системы
бифуркаций по сценарию Ландау – Селла.

Цель раздела 4.3 — проиллюстрировать реализуемость сценариев Лан-
дау и Ландау – Селла в рамках некоторой феноменологической модели. В
качестве таковой рассматривается нелинейная краевая задача

utt−a2uxx +u+bu5 =
∂

∂t
(εu+νuxx)−

1∫

0

(ut)
2dx ·ut, u

∣∣
x=0 = u

∣∣
x=1 = 0, (37)

где a, b, ε, ν — произвольные положительные параметры, u = u(t, x) — ска-
лярная вещественная функция. Следует отметить, что предложенная гидро-
динамическая модель (37) хотя и существенно проще, чем исходная система
уравнений Навье-Стокса, но тем не менее является весьма содержательной.
Как показано в данном разделе, при согласованном стремлении параметров
ε и ν к нулю в ней происходит развитие турбулентности по Ландау, а при
ε ∼ 1, ν → 0 реализуется сценарий Ландау-Селла.

В пунктах 4.3.1-4.3.2 показано, что краевая задача (37) при условии
ν = εν0 может быть сведена к бесконечномерной системе обыкновенных
дифференциальных уравнений вида

2
dξn

dτ
=

[
1− ν0π

2n2 − 3|ξn|2 − 2
∞∑

k=1
k 6=n

|ξk|2
]
ξn, n > 1, (38)

где ξn(τ), n > 1 – амплитуды при соответствующих модах. С помощью
системы (38) удается показать, что при уменьшении ν0 у краевой задачи (37)
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имеются устойчивые инвариантные торы растущей размерности, а при ν0=0
– турбулентный аттрактор Ω(ε) бесконечной хаусдорфовой размерности.

В пункте 4.3.3 представлены результаты численного счета, полученные
для следующих значений параметров: ε = b = 10, a2 = 0.1. В совокуп-
ности с содержащимся в пунктах 4.3.1 – 4.3.2 теоретическим анализом эти
результаты позволяют сделать следующие общие выводы о динамике по ν
исходной распределенной модели (37).

Во-первых, при ν = 0 и при указанных условиях на параметры у крае-
вой задачи (37) существует турбулентный аттрактор Ωturb, который, по всей
видимости, является продолжением по ε аттрактора Ω(ε), обнаруженного в
задаче (37) при 0 < ε ¿ 1, ν0 = 0. Как и Ω(ε), данный аттрактор представ-
ляет собой ограниченное и некомпактное множество в фазовом пространстве
◦

W 1
2(0, 1)×L2(0, 1), имеющее бесконечную хаусдорфову размерность. Кроме

того, для “типичных” траекторий из Ωturb справедливо равенство λmax = 0.
Таким образом, турбулентный аттрактор в предложенной нами модели мож-
но отнести к так называемым странным нехаотическим аттракторам (см. [2])
или рассматривать как некоторый вариант “бесконечномерного тора”.

Во-вторых, аттрактор Ωturb является пределом при ν → 0 конечномер-
ных хаотических аттракторов, ляпуновская размерность которых неограни-
ченно растет. Последнее же как раз и означает, что при принятых значениях
параметров и при уменьшении величины ν в краевой задаче (37) наблюда-
ется интересующий нас сценарий развития турбулентности Ландау – Селла.

Глава 5. Системы с полутора степенями свободы

В предыдущих главах сложность поведения динамических систем объ-
яснялась взаимодействием некоторого числа связанных осцилляторов. Из-
вестно, однако, что сложное поведение, обусловленное накоплением одно-
типных аттракторов, может реализоваться и в простых системах обыкно-
венных дифференциальных уравнений и, в частности, в системах с полутора
степенями свободы, под которыми будем понимать уравнения маятникового
типа с периодическими по времени малыми добавками. В пятой главе рас-
сматривается механизм накапливания аттракторов в указанных системах.

Рассматривается гамильтонова или консервативная (не меняющаяся при
обращении времени) система обыкновенных дифференциальных уравнений
с полутора или более степенями свободы. Известно, что хаотические дви-
жения в таких системах сосуществуют со счетным числом так называемых
островков устойчивости, примыкающих к эллиптическим состояниям рав-
новесия или циклам. Если возмутить данную систему малыми добавками,
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обеспечивающими ее диссипативность, то некоторые из упомянутых состоя-
ний равновесия или циклов могут стать асимптотически устойчивыми и, что
самое главное, количество последних может неограниченно увеличиваться
при стремлении возмущений к нулю. А это как раз и означает, что в рас-
сматриваемой системе наблюдается явление буферности, механизм возник-
новения которого и называется гамильтоновым. В данной главе устанав-
ливаются строгие результаты о наличии буферности в ряде классических
механических задач, описывающихся уравнениями маятникового типа с пе-
риодическими по времени малыми добавками.

В разделе 5.1 рассматриваются следующие модельные уравнения ма-
ятникового типа:

ẍ + sin x =
a

k
sin(kx− νt) , ẍ + (1 + a cos νt) sin x = 0 , (39)

где a, k, ν – положительные параметры, а также уравнение

ẍ + x = a sin(x− νt) , (40)

получающееся из первого уравнения (39) при условии k À 1 после заме-
ны kx → x и отбрасывания слагаемых порядка малости 1/k2 и выше. Ар-
гументом в пользу выбора в качестве объектов исследования именно этих
уравнений служит тот факт, что они допускают многочисленные физиче-
ские интерпретации. Эти уравнения рассматриваются при a = µ, k = 1 и
при добавлении малого затухания εẋ, ε > 0, параметр µ > 0 считается хотя
и малым, но фиксированным по отношению к ε.

Все три уравнения обладают одним общим и необходимым для после-
дующего анализа свойством. А именно пусть при ε = 0 и при любом фик-
сированном µ > 0 (не обязательно малом) какое-либо из этих уравнений
допускает некоторое эллиптическое периодическое движение x0(t) периода
T0 > 0 (эллиптичность означает, что его мультипликаторы λ1, λ2 комплекс-
ные и в силу гамильтоновости |λ1| = |λ2| = 1). Тогда найдется такое доста-
точно малое ε0 > 0, что при всех 0 < ε 6 ε0 у рассматриваемого уравнения
существует близкое периодическое решение x(t, ε), x(t, 0) = x0(t) периода
T (ε), T (0) = T0, являющееся экспоненциально устойчивым. Отсюда следует,
что проблема гамильтоновой буферности для рассматриваемых уравнений
сводится к отысканию эллиптических периодических решений при ε = 0.
Соответствующий анализ проведен для квазилинейного осциллятора

ẍ + x = µ sin(x− νt) . (41)

Введем в рассмотрение множества Ωn, n = 1, 2, . . . , состоящие из пар (µ, ν) :
µ, ν > 0, при которых уравнение (41) имеет не менее n различных эллипти-
ческих периодических решений. Справедливо следующее утверждение.
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Теорема 7. Множество Ωn не пусто при любом n ∈ N.
Обращаясь к уравнениям маятникового типа

ẍ + sin x = µ sin(x− νt) , ẍ + (1 + µ cos νt) sin x = 0 , (42)

сформулируем для них аналогичное теореме 7 утверждение. В отличие от
предыдущего случая помимо обычных периодических решений у этих урав-
нений возможны еще так называемые вращательные периодические движе-
ния x(t), для которых x(t+T ) ≡ x(t)+ 2πm при некотором целом m 6= 0. В
связи с этим для каждого из уравнений (42) введем в рассмотрение две серии
множеств. Через Ω1

n обозначим совокупность наборов параметров (µ, ν), при
которых соответствующее уравнение имеет не менее n различных эллипти-
ческих колебательных периодических решений, а через Ω2

n будем обозначать
аналогичное множество для вращательных движений.

Теорема 8. Для каждого из уравнений (42) не пусто множество Ω1
n ∩Ω2

n

при любом n ∈ N.
Из проделанных в данном пункте исследований вытекает, что при µ → 0

в каждом из уравнений (42) происходит неограниченное накапливание эл-
липтических периодических движений, как колебательных, так и враща-
тельных. Анализ периодических решений уравнений маятникового типа,
возмущенных периодическими добавками, проводился во многих работах
Козлова В.В., Морозова А.Д. и других. Что же касается полученных на-
ми результатов, то они восходят к известной теореме Пуанкаре, которая
утверждает, что в окрестности резонансной периодической орбиты невозму-
щенной гамильтоновой системы при малых возмущениях и при некоторой
общности положения возникает не менее двух грубых периодических реше-
ний: одно седлового типа, а другое – эллиптическое. Фактически именно эта
теорема и применялась в рассмотренных выше конкретных ситуациях.

Как уже говорилось ранее, теоремы 7, 8 решают проблему гамильтоно-
вой буферности для уравнений (39), (40), поскольку эллиптические перио-
дические движения этих уравнений, существующие при ε = 0, при переходе
к малым ε > 0 становятся экспоненциально устойчивыми. Однако между
первым уравнением (39) и двумя другими имеется принципиальное разли-
чие: в квазилинейном случае устойчивые периодические решения обладают
достаточно широкими областями притяжения, в то время как в уравнени-
ях маятникового типа устойчивые режимы накапливаются в окрестности
сепаратрис, существующих при ε = µ = 0, и вследствие этого бассейны
притяжения большинства из них заведомо узки.
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Объектом исследований в разделе 5.2 является двумерная неавтоном-
ная система вида

ẋ = H ′
y(x, y) + εf(t, x, y) , ẏ = −H ′

x(x, y) + εg(t, x, y) . (43)

Здесь ε > 0 – малый параметр,

Рис. 5.

функции H(x, y) и f(t, x, y), g(t, x, y)
бесконечно дифференцируемы по со-
вокупности переменных (x, y) ∈ G и
(t, x, y) ∈ R × G соответственно, где
G ⊂ R2 – некоторая область. Кроме то-
го, возмущения f , g предполагаем пери-
одическими по t с некоторым периодом
T0 > 0.

Основные ограничения, при кото-
рых изучается система (43), относятся
к предельной гамильтоновой системе

ẋ = H ′
y(x, y) , ẏ = −H ′

x(x, y) . (44)

Условие 1. Считаем, что система (44) имеет в области G замкнутый
контур Γ (см. рис. 5), состоящий из двух седел O1, O2 и двух сепаратрис

Γ1={(x1(t), y1(t)) : t∈R}, lim
t→−∞

(x1(t), y1(t))=O1, lim
t→+∞

(x1(t), y1(t))=O2;

Γ2={(x2(t), y2(t)) : t∈R}, lim
t→−∞

(x2(t), y2(t))=O2, lim
t→+∞

(x2(t), y2(t))=O1.
(45)

Сделанные предположения позволяют ввести две функции Мельникова

M (j)(t) =

∞∫

−∞
Φ

(
t + τ, xj(τ), yj(τ)

)
dτ , j = 1, 2 , (46)

где Φ(t, x, y) = H ′
x(x, y)f(t, x, y) + H ′

y(x, y)g(t, x, y), отвечающие сепаратри-
сам (45). Как известно, если какая-либо из данных функций имеет простые
нули, то это влечет трансверсальность пересечения двух инвариантных мно-
гообразий системы (43), возникающих при ε > 0 в результате расщепления
соответствующей сепаратрисы.

Для описания следующего ограничения рассмотрим точку P1 =
(x1(0), y1(0)) на Γ1 и обозначим через l1 отрезок нормали к кривой Γ1 в
этой точке, направленный внутрь контура Γ (см. рис. 5).
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Условие 2. Считаем, что в области, ограничиваемой кривой Γ, система
(44) имеет однопараметрическое семейство циклов

L(δ) =
{(

x∗(t, δ), y∗(t, δ)
)

: 0 6 t 6 T (δ)
}

, 0 < δ 6 δ∗ , (47)

периоды T (δ) которых обладают свойствами:

T (δ) > 0 , T ′(δ) < 0 при δ ∈ (0, δ∗] , T (δ) → +∞ при δ → +0 . (48)

Считаем еще, что фазовые траектории (47) пересекают l1 без касания,
причем (см. рис. 5) P∗ =

(
x∗(0, δ), y∗(0, δ)

) ∈ l1, ρ(P∗, P1) = δ, где ρ(∗, ∗) –
евклидова метрика.

Условие 3. Предполагаем, что h′(δ) 6= 0 при δ ∈ (0, δ∗], где
h(δ) = H

(
x∗(t, δ), y∗(t, δ)

)
.

Нетрудно увидеть, что условие 2 обеспечивает существование последо-
вательности функций Мельникова Mn(t), о которой говорилось выше. Дей-
ствительно, в силу (48) каждое из уравнений T (δ) = nT0, начиная с некото-
рого номера n0, допускает единственное решение δn ∈ (0, δ∗], причем δn ↘ 0
при n →∞. Таким образом, последовательность задается равенствами

Mn(t) =

nT0∫

0

Φ
(
t + τ, x∗n(τ), y∗n(τ)

)
dτ , n > n0 , (49)

где x∗n(t) = x∗(t, δn), y∗n(t) = y∗(t, δn).

Лемма 2. Существуют конечные пределы

κ∗ = lim
δ→+0

(
τ1(δ)− 1

λ2
ln

1

δ

)
, κ∗∗ = lim

δ→+0

(
τ2(δ)− 1

λ1
ln

1

δ

)
, (50)

где ±λ1 и ±λ2 (λ1, λ2>0) – характеристические показатели седел O1 и O2.

Приведенная лемма позволяет установить следующее утверждение, яв-
ляющееся основным результатом данного раздела.

Теорема 9. В случае иррационального отношения λ1/λ2 множество всех
(равномерных по t ∈ [0, T0]) частичных пределов последовательности (49)
при n →∞ состоит из континуального семейства функций

M (1)(t) + M (2)(t + z) , (51)

где M (1), M (2) – функции Мельникова (46), а непрерывный параметр z про-
бегает отрезок [0, T0]. В случае же, когда λ1/(λ1 + λ2) = p/q, p, q ∈ N

31



– взаимно просты, упомянутое множество дискретно и исчерпывается
конечным набором функций

M (1)(t) + M (2)(t + mpT0/q + c0) , m = 0, 1, . . . , q − 1 , (52)
где c0 = (λ2 κ∗ − λ1 κ∗∗)/(λ1 + λ2) . (53)

Численный анализ выполненный в рассматриваемом случае позволил
проиллюстрировать сосуществование большого числа аттракторов у модель-
ных уравнений (39), (40).

Глава 6. Экстремальная динамика обобщенного уравнения Хат-
чинсона

Рассмотрим уравнение Хатчинсона в случае двух возрастных групп

Ṅ = r
[
1− αN(t− h1) + (1− α)N(t− h2)

k

]
N (54)

и изучим вопрос о бифуркации автоколебаний этого уравнения из нулевого
состояния равновесия в экстремальной ситуации, когда одно из запазды-
ваний асимптотически велико, а все остальные параметры имеют порядок
единицы.

Выполняя в (54) замену переменных N = k(1 + u) и предполагая, что

rh1 = 1/2, h2/h1 = εγ, α = 1/2 + µ, γ = const > 0, 0 < ε, µ ¿ 1, (55)

приходим после замены времени t/h1 → t к сингулярно возмущенному урав-
нению

εu̇ = − [(1/2 + µ) u(t− 1) + (1/2− µ) u(t− εγ)] (1 + u) . (56)

Первым этапом в решении бифуркационной проблемы для уравнения
(56) является, как обычно, анализ расположения корней соответствующего
нулевому состоянию равновесия характеристического уравнения

ελ + (1/2 + µ) exp(−λ) + (1/2− µ) exp(−λεγ) = 0. (57)

Результаты этого анализа позволят в дальнейшем согласовать надлежащим
образом порядки малости параметров ε и µ, а также уточнить выбор пара-
метра γ. Выполнены следующие утверждения.

Лемма 3. Предположим, что параметр γ фиксирован и удовлетворяет
условиям

γ 6= π(4n− 3) ∀n ∈ N. (58)

32



Тогда найдутся такие достаточно малые ε0, µ0 > 0, что при всех ε ∈
[0, ε0], µ ∈ [0, µ0], z ∈ [0, +∞) уравнение

iz + εδ − (1/2 + µ) exp(−δ) + (1/2− µ) exp(−iγz − εγδ) = 0 (59)

допускает единственное решение δ = δ(z, ε, µ), δ(0, 0, 0) = 0, для которого
справедливо представление вида

δ = δ0(z, µ)+εδ1(z, ε, µ), δ0 = ln(1+2µ)−ln
(
2iz+(1−2µ) exp(−iγz)

)
. (60)

Здесь бесконечно дифференцируемая по совокупности переменных z, ε, µ
комплекснозначная функция δ1(z, ε, µ) обладает свойствами

δ1(z, 0, µ) =
δ0(z, µ)− ((1− 2µ)γ exp(−iγz)− 2)

2iz + (1− 2µ) exp(−iγz)
, δ1(0, ε, 0) ≡ 0,

lim
z→+∞

|δ1(z, ε, µ)| = 0 равномерно по (ε, µ) ∈ [0, ε0]× [0, µ0].

(61)

Лемма 4. Предположим, что параметр γ фиксирован и удовлетворяет
условию γ < 1. (62)

Тогда по любому натуральному N можно указать такое ε0 = ε0(γ,N) > 0,
что при ε ∈ [0, ε0], во-первых, каждое из уравнений

Re λn(ε, µ) = 0, n = 1, . . . , N, (63)
где
λn(ε, µ) = iωn

(
1+ε(γ−2)+ε2(γ−2)2)−2ε2ω2

n(1−γ)+4µ+O(ε3+εµ), (64)

допускает единственное решение
µ = µn(ε), µn(ε) = ε2ω2

n(1− γ)/2 + O(ε3), (65)

во-вторых, при 0 6 µ 6 µ1(ε) все корни уравнения (57) имеют отри-
цательные действительные части, а в случае µk(ε) < µ < µk+1(ε) при
некотором 1 6 k 6 N − 1 выполняются неравенства

Re λn(ε, µ) > 0, 1 6 n 6 k; Re λn(ε, µ) < 0 ∀n > k. (66)

Проделанный в разделе 6.1 линейный анализ свидетельствует о том,
что поставленная бифуркационная проблема близка к бесконечномерной:
при ε, µ → 0 к мнимой оси стремится счетное число корней (64) харак-
теристического уравнения (57). В подобной ситуации не удается напрямую
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воспользоваться известными конечномерными методами исследования ди-
намики, базирующимися на аппарате интегральных многообразий и нор-
мальных форм [8]. В связи с этим используется метод квазинормальных
форм (см. [7], [10]). Для того чтобы применить результаты данных работ к
уравнению (56), предварительно необходимо согласовать порядки малости
параметров ε и µ. Сделать это можно следующими двумя способами.

1) Предположим сначала, что параметр γ фиксирован и удовлетворяет
неравенству (62). Тогда в соответствии с асимптотическими формулами (65)
для критических значений µ уместно положить

µ = βε2, β = const > π2(1− γ)/2 (67)

(условие на β дает неустойчивость нулевого решения уравнения (56)).
2) Пусть теперь параметр γ отличается от своего порогового значения

γ = 1 на величину порядка ε, т. е.

γ = 1− γ0ε, γ0 = const > 0. (68)

В этом случае (по тем же причинам, что и выше) считаем выполненным
соотношение

µ = β0ε
3, β0 = const > π2γ0/2. (69)

В первой из описанных ситуаций в качестве квазинормальной формы
выступает краевая задача

∂ξ

∂s
= 2(1− γ)

∂2ξ

∂τ 2 + 4βξ − 2ξ2 ∂ξ

∂τ
, ξ(s, τ + 1) ≡ −ξ(s, τ) (70)

для амплитуды ξ(s, τ). Здесь s играет роль времени, а τ является простран-
ственной переменной. Краевая задача (70) связана с уравнением (56) заме-
ной

u =
√

εξ(s, τ) + εu1(s, τ) + ε3/2u2(s, τ) + ε2u3(s, τ) + ε5/2u4(s, τ). (71)

Здесь s = ε2τ , uk(s, τ + 2) ≡ uk(s, τ), 1 6 k 6 4. кроме того,

τ = (1 + εσ1 + ε2σ2)t, σ1 = γ − 2, σ2 = (γ − 2)2. (72)

В случае, если выполнены условиях (68), (69) приближенные автоколе-
бательные режимы уравнения (56) удается построить в виде суммы

u = εξ(s, τ) + ε2u1(s, τ) + ε3u2(s, τ) + ε4u3(s, τ), (73)
где
τ = (1+εσ1+ε2σ2+ε3σ3)t, s = ε3τ, σ1 = −1, σ2 = 1−γ0, σ3 = 2γ0−1. (74)
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Алгоритм нахождения 2-периодических по τ функций uk(s, τ), k 6 3 из
(73) позволяет получить краевую задачу

∂ξ

∂s
=

1

3

∂3ξ

∂τ 3 + 2γ0
∂2ξ

∂τ 2 + 4β0ξ − 2ξ2 ∂ξ

∂τ
, ξ(s, τ + 1) ≡ −ξ(s, τ), (75)

которую также будем назвать квазинормальной формой. Остановимся на
естественно возникающем вопросе о соответствии между автоколебатель-
ными режимами квазинормальных форм (70), (75) и исходного уравнения
(56). В формулируемом ниже утверждении в качестве фазовых пространств
краевых задач (70) и (75) возьмем соответственно пространства E2 и E3,

состоящие из антипериодических функций ξ(τ) класса
◦

W 2
2[0, 1] и

◦
W 3

2[0, 1], а
фазовым пространством самого уравнения (56) будем считать C[−1, 0].

Теорема 10. Пусть выполнены условия (62), (67), а квазинормальная фор-
ма (70) допускает периодическое решение типа бегущей волны

ξ = ξ0(y) : y = α0s + τ, ξ0(y + 1) ≡ −ξ0(y), α0 = const, (76)
экспоненциально орбитально устойчивое или дихотомичное. Тогда най-
дется такое ε0 > 0, что при всех 0 < ε 6 ε0 решению (76) отвечает цикл
уравнения (56) с теми же свойствами устойчивости. Главная асимпто-
тика этого цикла задается равенствами (72), (71), во втором из которых
учтено соотношение (76). Аналогичный результат остается в силе для
уравнения (56) при условиях (68), (69) в случае, когда периодическое реше-
ние вида (76) имеет краевая задача (75).

Предпринятый анализ позволяет сделать следующие выводы о динамике
обобщенного уравнения Хатчинсона (56) в экстремальной ситуации (55).

Во-первых, при условиях (62), (67) и при увеличении параметра β ну-
левое решение уравнения (56) теряет устойчивость и из него бифурцирует
устойчивый цикл. Точнее говоря, теорема 10 и содержащееся в разделе 6.3
численное исследование модельной задачи гарантируют, что упомянутый
цикл существует при любом фиксированном β > (1 − γ)/2 (в квазинор-
мальной форме (70) ему отвечает устойчивая бегущая волна). Добавим еще,
что в рассматриваемом случае этот цикл остается единственным локальным
аттрактором уравнения (56) несмотря на то, что при увеличении β общее
число его неустойчивых периодических решений, соответствующих бегущим
волнам при n > 1, неограниченно растет.

Во-вторых, при приближении параметра γ к критическому значению
γ = 1 происходит усложнение динамики, связанное с появлением в фа-
зовом пространстве уравнения (56) различных сосуществующих аттракто-
ров, или, иными словами, реализуется феномен буферности. Действительно,
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при условиях (68), (69) квазинормальной формой этого уравнения является
модельная краевая задача (75). Последняя же, как показал соответствую-
щий численный анализ, при подходящем выборе параметров d1, d2 может
иметь достаточно большое число сосуществующих аттракторов, среди кото-
рых присутствуют как устойчивые циклы, так и более сложные установив-
шиеся режимы (двумерные торы и хаос). Таким образом, для того чтобы
убедиться в наличии мультистабильности, достаточно применить к каждо-
му устойчивому циклу квазинормальной формы (75) теорему 10 и полу-
чить аналогичный устойчивый цикл исходного уравнения (56). Что касается
двумерных торов краевой задачи (75), найденных численными методами в
разделе 6.3, то для них аналог теоремы 10 о соответствии остается в силе.
Причина этого в том, что любой из упомянутых торов устроен достаточно
просто. Он представляет собой “периодически зависящую от времени бегу-
щую волну”, т. е. записывается в виде v = v(t, y) : v(t + T, y) ≡ v(t, y),
v(t, y + 1) ≡ −v(t, y), y = αt + x, где α = const 6= 0, T > 0. Что же ка-
сается хаотических аттракторов квазинормальной формы (75), то для них,
напротив, никаких строгих результатов о соответствии получить не удается.

Приложения А и Б относятся к главе 6. В первом из них обсужда-
ются особенности динамики нелинейного дифференциального уравнения с
двумя запаздываниями из шестой главы в случае, когда запаздывание не
велико. Во втором приложении приведены начальные условия и проекции
устойчивых режимов разностной модели системы (75).
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