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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòûÀêòóàëüíîñòü ðàáîòûÂ ïîñëåäíèå íåñêîëüêî äåñÿòèëåòèé äëÿ èññëåäîâàíèÿ ìíîãèõ çà-äà÷ ìåõàíèêè, ôèçèêè è äðóãèõ íàóê âñå áîëüøå ïðèìåíÿþòñÿ êîì-ïüþòåðíûå ìåòîäû, ðàçëè÷íûå ÷èñëåííûå àëãîðèòìû, ñèñòåìû àíà-ëèòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé è êîìïüþòåðíîé âèçóàëèçàöèè. Êðîìå òîãî,ñ ïîÿâëåíèåì áûñòðîäåéñòâóþùèõ êîìïüþòåðîâ âîçîáíîâèëñÿ èíòåðåñê ðåøåíèþ êëàññè÷åñêèõ çàäà÷ ìåõàíèêè, ãèäðîäèíàìèêè, àñòðîôèçè-êè, àíàëèòè÷åñêèå ïîäõîäû ê ðåøåíèþ êîòîðûõ èñ÷åðïàëè ñåáÿ. Äëÿòàêèõ çàäà÷, íàðÿäó ñ àíàëèòè÷åñêèìè ìåòîäàìè, äëÿ îïèñàíèÿ ãëî-áàëüíîãî ïîâåäåíèÿ âîçìîæíî òàêæå ïðèìåíåíèå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâòåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì: ïîñòðîåíèå ñå÷åíèÿ Ïóàíêàðå, ìåòîäûïîèñêà ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé, òîïîëîãè÷åñêèé àíàëèç èíâàðèàíòíûõìíîãîîáðàçèé èíòåãðèðóåìûõ è íåèíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì (íà îñíîâå áè-ôóðêàöèîííîãî êîìïëåêñà), à òàêæå ðàçëè÷íûå ÷èñëåííûå ìåòîäû ðå-øåíèÿ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.Îäíîé èç ãëàâíûõ öåëåé äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ ñîçäàíèå êîìïëåêñàïðîãðàìì, â êîòîðîì ðåàëèçóþòñÿ ïðèâåäåííûå âûøå ÷èñëåííûå ìåòî-äû äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñèñòåì ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî òèïà. Îäíîé èç íàè-áîëåå ñëîæíûõ äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïðîáëåì, êîòîðûå âñòðå÷àþòñÿ â ñè-ñòåìàõ ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî òèïà, ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà îïðåäåëåíèÿ ôè-ãóð ðàâíîâåñèÿ ñàìîãðàâèòèðóþùèõ æèäêèõ è ãàçîâûõ ìàññ.Êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à î ôèãóðàõ ðàâíîâåñèÿ ñàìîãðàâèòèðóþùåéæèäêîñòè èìååò áîëåå ÷åì òðåõñîòëåòíþþ èñòîðèþ, òåì íå ìåíåå,â ýòèõ èññëåäîâàíèÿõ íà ñåãîäíÿøíèé äåíü îñòàåòñÿ ìíîãî îòêðûòûõâîïðîñîâ, êîòîðûå ìîãóò áûòü ðàçðåøåíû ñ èñïîëüçîâàíèåì êîìïüþ-òåðîâ. Â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè àêòóàëüíûìè ÿâëÿþòñÿ ÷èñëåííàÿðåàëèçàöèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ ìåòîäîâ àíàëèçà è ïîèñê îáëàñòåé óñòîé-÷èâîñòè ñèñòåìû, êîìïüþòåðíàÿ âèçóàëèçàöèÿ ýâîëþöèè è ðàñïàäà ôè-ãóð ðàâíîâåñèÿ, â òîì ÷èñëå â îáëàñòè íåóñòîé÷èâîñòè, êîòîðûå ïîçâî-ëÿò ïðèáëèçèòüñÿ ê ïîíèìàíèþ ìíîãèõ íàáëþäàåìûõ â ïðèðîäå àñòðî-ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé. Îäíàêî òðåõìåðíàÿ çàäà÷à, ê êëàññè÷åñêèì ðå-çóëüòàòàì êîòîðîé îòíîñÿòñÿ ýëëèïñîèäû Ìàêëîðåíà è ßêîáè [8, 13],ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíîé êàê äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ, òàê è ñ òî÷êèçðåíèÿ íàãëÿäíîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ ðåçóëüòàòîâ [2]. Óïðîùåííîé ôîð-ìîé îáùåé ïðîáëåìû ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à î ôèãóðàõ ðàâíîâåñèÿ áåñêîíå÷-3



íîé îäíîðîäíîé ìàññû öèëèíäðè÷åñêîé ôîðìû, âðàùàþùåéñÿ ñ çàäàí-íûì ìîìåíòîì âîêðóã îñè öèëèíäðà, òàê êàê äîñòàòî÷íî ðàññìàòðè-âàòü ïëîñêîå ñå÷åíèå. Ðàíåå ïîäðîáíî çàäà÷à î ñóùåñòâîâàíèè è óñòîé-÷èâîñòè ïëîñêèõ ôèãóð ðàâíîâåñèÿ èññëåäîâàëàñü Ëèïøèöåì [5], êî-òîðûé ïðîèíòåãðèðîâàë äàííóþ ñèñòåìó â êâàäðàòóðàõ, Äæèíñîì [4]è Ëàâîì [6]. Íî, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî êâàäðàòóðû èçâåñòíû, î êà÷å-ñòâåííîì è êîëè÷åñòâåííîì ïîâåäåíèè ñèñòåìû áûëî èçâåñòíî î÷åíüìàëî. Ïîýòîìó àêòóàëüíûìè ÿâëÿþòñÿ èññëåäîâàíèå ôèãóð ðàâíîâåñèÿè àíàëèç èõ óñòîé÷èâîñòè ñîâðåìåííûìè òîïîëîãè÷åñêèìè ìåòîäàìè,ñ ïîìîùüþ âèçóàëèçàöèè áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì è ñ èñïîëüçîâà-íèåì ñîâðåìåííûõ ïàêåòîâ àíàëèòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé. Êðîìå èññëå-äîâàíèÿ îäíîðîäíûõ ñàìîãðàâèòèðóþùèõ òåë â äâóìåðíîé ïîñòàíîâêå,â õîäå ðàáîòû áûëà ïîñòàâëåíà íîâàÿ çàäà÷à î ðàâíîâåñèè íåîäíîðîä-íîãî âðàùàþùåãîñÿ ñàìîãðàâèòèðóþùåãî ýëëèïñîèäà âðàùåíèÿ. Ýòàçàäà÷à ïîäðîáíî ðàññìîòðåíà â ðàáîòàõ ×àïëûãèíà [14], êîòîðûé èç-çààíàëèòè÷åñêèõ ñëîæíîñòåé íå äîâåë ðåøåíèå äî êîíöà. Èñïîëüçóåìûåâ ñîçäàííîì êîìïëåêñå ïðîãðàìì ìåòîäû ïîçâîëÿþò ïîëíîñòüþ èññëå-äîâàòü äàííóþ çàäà÷ó.Âñå èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ðàíåå àíàëèòè÷åñêèìè ìå-òîäàìè, îòíîñÿòñÿ ê ýëëèïñîèäàëüíûì ôîðìàì (èëè ôîðìàì, áåñêî-íå÷íî áëèçêèì ê ýëëèïñîèäàëüíûì). Äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè áîëååñëîæíûõ êîíôèãóðàöèé ðåøåíèå íå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî àíàëèòè-÷åñêè èç-çà ñëîæíîñòåé ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà äëÿ ãðàâè-òàöèîííîãî ïîòåíöèàëà. Ïîýòîìó àêòóàëüíûì ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèåäàííîé ñèñòåìû êîìïüþòåðíûìè ìåòîäàìè è ïðîâåäåíèå âèçóàëèçèðî-âàííîãî ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà íå òîëüêî â îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿè óñòîé÷èâîñòè, íî è â îáëàñòÿõ âîçìîæíûõ ðàñïàäîâ, äëÿ êîòîðûõíà ñåãîäíÿøíèé äåíü âîîáùå íåò àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ.Äëÿ âèçóàëèçàöèè ýâîëþöèè ôèãóð ðàâíîâåñèÿ ñàìîãðàâèòèðóþ-ùåé æèäêîñòè âîçìîæíî èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà äèñêðåòèçàöèè ñïëîø-íîé ñðåäû (áåñêîíå÷íîìåðíàÿ ñèñòåìà àïïðîêñèìèðóåòñÿ êîíå÷íîìåð-íîé ñèñòåìîé ñ áîëüøèì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû), òàê êàê ñóììàðíûéãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë îïðåäåëÿåòñÿ âçàèìîäåéñòâèåì îòäåëüíûõ÷àñòèö, è äëÿ êàæäîé ÷àñòèöû ìîæíî çàïèñàòü è ïðîèíòåãðèðîâàòüóðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (â îáëàñòè ñâîáîäíîãî äâèæåíèÿ). Îñíîâíàÿ ïðî-áëåìà ïðè èíòåãðèðîâàíèè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ âîçíèêàåò íà ìàëûõðàññòîÿíèÿõ ìåæäó ÷àñòèöàìè. Àêòóàëüíîé òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîò-4



êà ïðîöåäóðû ðåãóëÿðèçàöèè íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ, êîòîðàÿ ïîçâîëèòâ õîðîøåì ïðèáëèæåíèè îïèñàòü äèíàìèêó ñàìîãðàâèòèðóþùèõ ñè-ñòåì ñ ó÷åòîì çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ.Òàêîãî ðîäà àïïðîêñèìàöèè îïðàâäàëè ñåáÿ ïðè èññëåäîâàíèè ñè-ñòåì òî÷å÷íûõ âèõðåé [9] è â ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêå [10] äëÿ âûÿâëå-íèÿ ðàçëè÷íûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ çàêîíîìåðíîñòåé. Èññëåäîâàíèÿ äèíà-ìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ áîëüøèì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû ñ ïîìîùüþ êîì-ïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ òàêæå ñëóæàò ðàçâèòèþ ìåòîäîâ íåðàâíî-âåñíîé òåðìîäèíàìèêè è íîâûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ àíàëèçà äèíà-ìè÷åñêèõ ñèñòåì, ïðåäëîæåííûõ íåäàâíî â ðàáîòàõ Â.Â. Êîçëîâà [12].Öåëü ðàáîòûÖåëüþ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñîçäàíèå ïðîãðàììíîãîêîìïëåêñà äëÿ èññëåäîâàíèÿ äèíàìèêè æèäêèõ è ãàçîâûõ ñàìîãðàâè-òèðóþùèõ ìàññ ìåòîäîì äèñêðåòèçàöèè, à òàêæå äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñè-ñòåì ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû, àíàëèç êîòîðûõ âîçìîæåí ñ ïîìîùüþãèðîñêîïè÷åñêîé ôóíêöèè è òîïîëîãè÷åñêèõ ìåòîäîâ.Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿÄëÿ èññëåäîâàíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ â äèññåðòàöèè çàäà÷ èñïîëü-çîâàëñÿ ñïåêòð àíàëèòè÷åñêèõ è êîìïüþòåðíûõ ìåòîäîâ òåîðèè äèíà-ìè÷åñêèõ ñèñòåì. Ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ äèñêðåòíûõ ÷à-ñòèö èñïîëüçîâàëñÿ ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä Ðóíãå�Êóòòà ÷åòâåðòîãîïîðÿäêà ñ ïåðåìåííûì øàãîì ïî âðåìåíè. Øàã ïî âðåìåíè îïðåäåëÿëñÿñ ïîìîùüþ ðåãóëÿðèçàöèè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ è êîððåêòíûì îïèñà-íèåì ðàññåÿíèÿ ÷àñòèö. Ïðîãðàììèðîâàíèå îñóùåñòâëÿëîñü íà ÿçûêåC++ â ñðåäå Visual Studio.NET 2003. Ìíîãèå àëãåáðàè÷åñêèå ïðåîáðà-çîâàíèÿ, â òîì ÷èñëå ïîñòðîåíèå áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû, âûïîë-íÿëèñü ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû Maple. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñèñòåì, îïè-ñûâàåìûõ ãèðîñêîïè÷åñêîé ôóíêöèåé (ê êîòîðûì îòíîñèòñÿ æèäêèéýëëèïòè÷åñêèé öèëèíäð), è îïðåäåëåíèÿ îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè ïðè-ìåíÿëèñü òîïîëîãè÷åñêèå ìåòîäû àíàëèçà (íà îñíîâå áèôóðêàöèîííîãîêîìïëåêñà).Íàó÷íàÿ íîâèçíà ðàáîòûÏðåäëîæåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, îïèñûâàþùàÿ äèíàìèêó ñà-ìîãðàâèòèðóþùèõ ìàññ, âêëþ÷àþùàÿ ìåòîä äèñêðåòèçàöèè ñïëîøíîé5



ñðåäû â äâóìåðíîé ïîñòàíîâêå. ×àñòèöû âçàèìîäåéñòâóþò ïî ëîãàðèô-ìè÷åñêîìó çàêîíó. Òàêæå ìîäåëü âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïðîöåäóðû ðåãóëÿ-ðèçàöèè è ðàññåÿíèÿ íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ (÷àñòèöû íà ìàëûõ ðàñ-ñòîÿíèÿõ âåäóò ñåáÿ êàê óïðóãèå äèñêè êîíå÷íîãî ðàäèóñà), ïðè ýòîìñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ âûïîëíÿþòñÿ çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè, èì-ïóëüñà è ìîìåíòà èìïóëüñà ñèñòåìû. Äàííàÿ ìîäåëü âïåðâûå ðåàëèçî-âàíà â êîìïëåêñå ïðîãðàìì, ïîçâîëÿþùåì âèçóàëèçèðîâàòü ïðîöåññûýâîëþöèè ñèñòåìû âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö âî âðåìåíè.Òàêæå âïåðâûå â îáùåì âèäå ðåàëèçîâàíà ïðîöåäóðà êîìïüþ-òåðíîãî àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ ãèðîñêîïè÷åñêîéôóíêöèåé, íà ïðèìåðå æèäêîãî ñàìîãðàâèòèðóþùåãî ýëëèïòè÷åñêîãîöèëèíäðà ñ âíóòðåííèì òå÷åíèåì â êëàññå ýëëèïòè÷åñêèõ âîçìóùåíèé.Äëÿ äàííîé ñèñòåìû òàêæå âïåðâûå ïîëó÷åíû ôèãóðû ðàâíîâåñèÿ è ïî-ñòðîåíà áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà, óêàçàíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé. Íàéäåí íîâûé êëàññ ôèãóð ðàâíîâåñèÿ íåîä-íîðîäíîé ñàìîãðàâèòèðóþùåé èäåàëüíîé æèäêîñòè � ñôåðîèä ñ ãî-ìîôîêàëüíûì ðàññëîåíèåì ïëîòíîñòè. Ïîëó÷åíà çàâèñèìîñòü óãëîâîéñêîðîñòè äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ îäíîðîäíûõ îáîëî÷åê è äëÿ íåïðåðûâíîéôóíêöèè ïëîòíîñòè.Ïîëîæåíèÿ è ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó
1) Ðàçðàáîòàíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, îïèñûâàþùàÿ äèíàìèêó ñà-ìîãðàâèòèðóþùåé ñèñòåìû áîëüøîãî ÷èñëà ÷àñòèö êîíå÷íîãî ðà-äèóñà â äâóìåðíîé ïîñòàíîâêå, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïî ëîãàðèôìè-÷åñêîìó çàêîíó, êîòîðàÿ âêëþ÷àåò â ñåáÿ ðåãóëÿðèçàöèþ óðàâíå-íèé äâèæåíèÿ (èñïîëüçîâàíèå ïåðåìåííîãî øàãà ïî âðåìåíè è çà-êîíû óïðóãîãî îòòàëêèâàíèÿ ÷àñòèö íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ).
2) Ðàçðàáîòàí ìåòîä êîìïüþòåðíîãî àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè ñèñòåì,îïèñûâàåìûõ ãèðîñêîïè÷åñêîé ôóíêöèåé, ðåàëèçóþùèé òîïîëîãè-÷åñêèå ìåòîäû.
3) Ñîçäàí êîìïëåêñ ïðîãðàìì, ðåàëèçóþùèé îïèñàííûå âûøå ìàòå-ìàòè÷åñêóþ ìîäåëü è ìåòîä êîìïüþòåðíîãî àíàëèçà.
4) Ñ ïîìîùüþ êîìïëåêñà ïîñòðîåíà áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììàè îïðåäåëåíû îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ è óñòîé÷èâîñòè æèäêîãî ñà-ìîãðàâèòèðóþùåãî ýëëèïòè÷åñêîãî öèëèíäðà ñ çàäàííûì ìîìåí-òîì èìïóëüñà è âíóòðåííèì ïîëåì ñêîðîñòåé. Îïðåäåëåíû òî÷êè6



áèôóðêàöèè ýëëèïòè÷åñêîãî öèëèíäðà ñ íóëåâîé çàâèõðåííîñòüþ.Íàéäåíû äâóìåðíûå àíàëîãè ýëëèïñîèäîâ ßêîáè è Äåäåêèíäà.
5) Íàéäåí íîâûé êëàññ ôèãóð ðàâíîâåñèÿ íåîäíîðîäíîé ñàìîãðàâè-òèðóþùåé æèäêîñòè � ñôåðîèäû ñ ãîìîôîêàëüíûì ðàññëîåíèåì.Ïîëó÷åíà çàìêíóòàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèÿ ãèäðîäèíàìèêè â ÷àñòíûõïðîèçâîäíûõ â êðèâîëèíåéíîé íåîðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå êîîðäè-íàò, îïèñûâàþùàÿ äâèæåíèå ñôåðîèäîâ ñ ãîìîôîêàëüíûì ðàññëî-åíèåì. Â îáùåì âèäå íàéäåíî ñîâìåñòíîå ðåøåíèå äàííîé ñèñòåìû,à òàêæå íàéäåíû çàâèñèìîñòè óãëîâîé ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ îò ñëîÿäëÿ çàäàííîé ôóíêöèè ïëîòíîñòè.Àðãóìåíòèðîâàííîñòü, îáîñíîâàííîñòü è äîñòîâåðíîñòüðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèèÏîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû îñíîâûâàþòñÿ íà ñòðîãî äî-êàçàííûõ òåîðåìàõ è óòâåðæäåíèÿõ, èìåþò ÿñíóþ ôèçè÷åñêóþ òðàê-òîâêó è íå ïðîòèâîðå÷àò èçâåñòíûì ðåçóëüòàòàì, îáîáùàþò ðåçóëüòà-òû, ïîëó÷åííûå ðàíåå äðóãèìè àâòîðàìè. Äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ,ïîëó÷åííûõ ïðè ðàáîòå ñ ðàçðàáîòàííûì êîìïëåêñîì ïðîãðàìì, ïîä-òâåðæäàåòñÿ ñîãëàñîâàííîñòüþ ñ àíàëèòè÷åñêèìè ðåçóëüòàòàìè â ðàñ-ñìàòðèâàåìûõ çàäà÷àõ.Êîìïëåêñ ïðîãðàìì äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè äèñêðåòíûõ ÷à-ñòèö áûë îïðîáîâàí íà çàäà÷å î äâèæåíèè äâóõ òåë, âçàèìîäåéñòâó-þùèõ ïî íüþòîíîâñêîìó è ëîãàðèôìè÷åñêîìó çàêîíàì. Ïîëó÷åííûåòðàåêòîðèè ñîîòâåòñòâóþò êëàññè÷åñêîìó ðåøåíèþ çàäà÷è äâóõ òåë.Êðîìå òîãî, ïðè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ ïðîâåðÿëîñü âûïîëíåíèå çàêîíîâñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè, èìïóëüñà è ìîìåíòà èìïóëüñà.Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòüÏðîãðàììíûé êîìïëåêñ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè ñàìîãðàâè-òèðóþùåé ñèñòåìû áîëüøîãî ÷èñëà ÷àñòèö ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíäëÿ ðåøåíèÿ êîñìîãîíè÷åñêèõ çàäà÷ ýâîëþöèè ñàìîãðàâèòèðóþùèõíåáåñíûõ òåë, â òîì ÷èñëå ïðè îïèñàíèè ðàñïàäîâ íà äâîéíûå ñèñòåìûè íàáëþäåíèè èõ ýâîëþöèè. Ìåòîä êîìïüþòåðíîãî àíàëèçà óñòîé÷è-âîñòè ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ ãèðîñêîïè÷åñêîé ôóíêöèåé, ìîæåò áûòüèñïîëüçîâàí äëÿ èçó÷åíèÿ ðàçëè÷íûõ ñèñòåì ìåõàíèêè, ïðèâîäèìûõê îäíîé ñòåïåíè ñâîáîäû. Ïîëó÷åííûå â õîäå àïðîáàöèè ìîäóëÿ íàó÷-íûå ðåçóëüòàòû, îïèñàííûå âî âòîðîé ãëàâå, íîñÿò òåîðåòè÷åñêèé õà-7



ðàêòåð è ìîãóò áûòü îñíîâîé äëÿ äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé, íàïðèìåð,óñòîé÷èâîñòè ýëëèïòè÷åñêîãî öèëèíäðà ñ âíóòðåííèì ïîëåì ñêîðîñòåéïðè ïðîèçâîëüíûõ âîçìóùåíèÿõ. Êðîìå òîãî, èíòåðåñíî áûëî áû óêà-çàòü ïðè ïîìîùè êîìïüþòåðíûõ ìåòîäîâ íîâûå ñåìåéñòâà íåýëëèïòè-÷åñêèõ ôèãóð ðàâíîâåñèÿ ñ âíóòðåííèì ïîëåì ñêîðîñòåé.Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâÎñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû íåîäíîêðàòíî îáñóæäàëèñü íà ñåìè-íàðàõ Èíñòèòóòà êîìïüþòåðíûõ èññëåäîâàíèé ÓäÃÓ, Èíñòèòóòà Ìà-øèíîâåäåíèÿ èì. À.À.Áëàãîíðàâîâà ÐÀÍ, à òàêæå äîêëàäûâàëèñü íàâñåðîññèéñêèõ è ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ:
1) Âñåðîññèéñêàÿ êîíôåðåíöèÿ �Ðåãóëÿðíàÿ è õàîòè÷åñêàÿ äèíàìè-êà�, ã. Èæåâñê, 19�24 ÿíâàðÿ, 2010 ã.
2) Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Ðåãóëÿðíàÿ è õàîòè÷åñêàÿ ãèäðîäè-íàìèêà. Ïðèëîæåíèÿ ê àòìîñôåðå è îêåàíó�, ã. Èæåâñê, 12�15 ìàÿ,2010 ã.
3) Êîíôåðåíöèÿ-ñåìèíàð �Ïðîáëåìû êëàññè÷åñêîé è ñòàòèñòè÷åñêîéìåõàíèêè�, ã. Èæåâñê, 20�23 äåêàáðÿ, 2010 ã.
4) Âñåðîññèéñêàÿ êîíôåðåíöèÿ �Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû è ðîáîòîòåõ-íèêà�, ã. Èæåâñê, 3�6 èþíÿ, 2011 ã.
5) III International conference �Geometry, dynamics, integrable systems� GDIS 2011�, Lisbon � Sintra, Portugal, 10�16 September, 2011.Ïóáëèêàöèè àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèèÐåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îòðàæåíû â 8 ïóáëèêàöèÿõ, èç íèõ 3 ñòà-òüè � â íàó÷íûõ æóðíàëàõ ñïèñêà ÂÀÊ. Ñïèñîê ïðèâåäåí â êîíöåàâòîðåôåðàòà.Ëè÷íûé âêëàäÏîñòàíîâêà çàäà÷è, îáñóæäåíèå è èíòåðïðåòàöèÿ ðåçóëüòàòîâ ïðî-âîäèëèñü ñîâìåñòíî ñ íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì è ñîàâòîðàìè ðàáîò. Àâ-òîðîì ðàçðàáîòàíû ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, ïðîâåäåíî ïðîãðàììèðî-âàíèå âñåõ çàäà÷ è âûïîëíåíû âñå ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû.Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòûÄèññåðòàöèÿ èçëîæåíà íà 104 ñòðàíèöàõ è ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,òðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ, ïðèëîæåíèÿ è ñïèñêà öèòèðóåìîé ëèòåðàòóðû(56 íàèìåíîâàíèé). Äèññåðòàöèÿ ñîäåðæèò 38 ðèñóíêîâ.8



Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòûÂî ââåäåíèè îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü ðàáîòû, îïðåäåëÿþòñÿöåëè èññëåäîâàíèÿ, ðàñêðûâàåòñÿ íàó÷íàÿ íîâèçíà ïîëó÷åííûõ ðåçóëü-òàòîâ è ôîðìóëèðóþòñÿ îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó.Â ïåðâîé ãëàâå äèññåðòàöèè îïèñàí ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ äëÿ ìî-äåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè áîëüøîãî ÷èñëà âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö.Â ï. 1.1 ïîäðîáíî îïèñàí ìåòîä êîìïüþòåðíîãî àíàëèçà óñòîé÷èâîñòèîäíîñòåïåííûõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ ãèðîñêîïè÷åñêîéôóíêöèåé. Â ï. 1.2, 1.3 îïèñàíû îñíîâíûå ìåòîäû è äîïîëíèòåëüíûå ìî-äóëè, èñïîëüçóåìûå ïðè èíòåãðèðîâàíèè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Â ÷àñò-íîñòè, ðåãóëÿðèçàöèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, âêëþ÷àþùàÿ ïðîöåäóðûðàñ÷åòà ïåðåìåííîãî øàãà ïî âðåìåíè è óïðóãîãî ðàññåÿíèÿ íà ìàëûõðàññòîÿíèÿõ.Îáîçíà÷èì r
n
i = (xi, yi);Vn

i = (Vxi, Vyi)� ðàäèóñ âåêòîð è ñêîðîñòü÷àñòèöû i; r
n
ij = r

n
i − r

n
j � âåêòîð, îïðåäåëÿþùèé âçàèìíîå ðàñïîëî-æåíèå äâóõ ÷àñòèö ñ íîìåðàìè i, j, V

n
ij = V

n
i − V

n
j � èõ îòíîñèòåëü-íàÿ ñêîðîñòü. Òîãäà çà øàã ïî âðåìåíè dt âçàèìíîå ïîëîæåíèå ÷àñòèöáóäåò îïðåäåëÿòüñÿ âåêòîðîì r

n+1

ij = r
n
ij + V

n
ijdt. Ðàññìàòðèâàÿ ÷àñòè-öû, ëåòÿùèå íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó ((rnij ,Vn

ij) < 0), îïðåäåëÿåì èç âñåõòå, äëÿ êîòîðûõ âîçìîæíû ñòîëêíîâåíèÿ, è äëÿ êàæäîãî âîçìîæíî-ãî ñòîëêíîâåíèÿ îïðåäåëÿåì øàã èíòåãðèðîâàíèÿ dτ , íå ïîçâîëÿþùèéñáëèçèòüñÿ íà ðàññòîÿíèå ìåíüøå ðàäèóñà ðàññåÿíèÿ ε. Â ï. 1.3.1 ïî-äðîáíî îïèñàíû ïðàâèëà îïðåäåëåíèÿ íàèìåíüøåãî dτ , òî åñòü òàêîãîøàãà èíòåãðèðîâàíèÿ, çà êîòîðûé òîëüêî îäíà ïàðà ÷àñòèö ïîïàäåòíà ãðàíèöó ðàññåÿíèÿ. Äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ èñ-ïîëüçóåòñÿ ìåòîä Ðóíãå-Êóòòà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ñ ïåðåìåííûì øà-ãîì ïî âðåìåíè.Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ øàãà ïî âðåìåíè è èíòåãðèðîâàíèÿ ñðåäèâñåõ ÷àñòèö ìîãóò ïîÿâèòüñÿ òå, êîòîðûå ëåòÿò íàâñòðå÷ó äðóã äðó-ãó è äëÿ êîòîðûõ âçàèìíîå ðàññòîÿíèå r
n+1

ij 6 ε. Â ïðèíÿòîé ìîäåëèïðè òàêèõ óñëîâèÿõ ÷àñòèöû âçàèìîäåéñòâóþò êàê àáñîëþòíî óïðóãèåäèñêè. Äëÿ íèõ â ïðîãðàììíîì êîìïëåêñå âêëþ÷àåòñÿ ìîäóëü ðàññåÿ-íèÿ, êîòîðûé îïðåäåëÿåò íîâûå ñêîðîñòè ÷àñòèö. Óðàâíåíèÿ äëÿ îïðå-äåëåíèÿ ñêîðîñòåé ÷àñòèö ñ íîìåðàìè i, j ïðè òàêîì âçàèìîäåéñòâèè
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èìåþò âèä
V

+

i = V
−

i −
(1 + λ)(V−

ij , rij)

2 |rij |
2

rij , V
+

j = V
−

j +
(1 + λ)(V−

ij , rij)

2 |rij |
2

rij ,ãäå V +, V − � ñêîðîñòè ïîñëå è äî óäàðà ñîîòâåòñòâåííî, λ � êîýôôè-öèåíò âîññòàíîâëåíèÿ ïðè óäàðå, ïðè àáñîëþòíî óïðóãîì óäàðå λ = 1.Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè òàêîì çàêîíå îòòàëêèâàíèÿ âûïîëíÿþòñÿ çà-êîíû ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè, èìïóëüñà è ìîìåíò èìïóëüñà, êîîðäèíàòû÷àñòèö íå èçìåíÿþòñÿ, òàê æå êàê è ïðèöåëüíîå ðàññòîÿíèå ÷àñòèö.Ïîëó÷åííûå ñêîðîñòè èñïîëüçóþòñÿ íà íîâîì øàãå ïî âðåìåíè.Äëÿ áîëåå äåòàëüíîãî îïèñàíèÿ íàáëþäàåìûõ ôîðì â ïðîãðàìì-íîì êîìïëåêñå áûëè ââåäåíû äîïîëíèòåëüíûå ìîäóëè äëÿ îïðåäåëåíèÿñòàòèñòè÷åñêèõ ðàñïðåäåëåíèé ÷àñòèö ïî óãëó è ïî ðàäèóñó îò âðåìå-íè. Êðîìå òîãî, íà êàæäîì øàãå èíòåãðèðîâàíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ñðåä-íèå è ñðåäíåêâàäðàòè÷íûå çíà÷åíèÿ, à òàêæå äèñïåðñèè ïî óãëó è ðàñ-ñòîÿíèþ ÷àñòèö îò öåíòðà ìàññ. Èíòåðôåéñ ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà(ðèñ.1) ïîäðîáíî îïèñàí â ï. 1.4 äèññåðòàöèè.Âî âòîðîé ãëàâå äèññåðòàöèè ðàññìîòðåíà çàäà÷à îá îïðåäåëåíèèôèãóð ðàâíîâåñèÿ ñàìîãðàâèòèðóþùåé èäåàëüíîé æèäêîñòè.Â ï. 2.1 ïðèâåäåíû îñíîâíûå ýòàïû ðàçâèòèÿ òåîðèè ôèãóð ðàâíî-âåñèÿ, ïðîâåäåí îáçîð êëàññè÷åñêèõ è ñîâðåìåííûõ ðàáîò, óêàçàíû îò-

Ðèñ. 1. Èíòåðôåéñ ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà10



êðûòûå âîïðîñû â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè. Ïðîöåäóðà îïðåäåëåíèÿòî÷åê áèôóðêàöèè îäíîðîäíîé ñôåðû, ñôåðîèäà Ìàêëîðåíà è ýëëèïñî-èäà ßêîáè è ñîîòâåòñòâóþùàÿ áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà, ïîëó÷åí-íàÿ â õîäå ðàáîòû íàä äèññåðòàöèåé, âûíåñåíû â Ïðèëîæåíèå À.Â ï. 2.2 òîïîëîãè÷åñêèìè ìåòîäàìè àíàëèòè÷åñêè èññëåäóåòñÿ ìî-äåëüíàÿ çàäà÷à î ôèãóðàõ ðàâíîâåñèÿ áåñêîíå÷íîé îäíîðîäíîé ìàññûöèëèíäðè÷åñêîé ôîðìû, âðàùàþùåéñÿ ñ çàäàííûì ìîìåíòîì èìïóëüñàâîêðóã îñè öèëèíäðà è âíóòðåííèì ïîëåì ñêîðîñòåé.Æèäêèé öèëèíäð � ñèñòåìà ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâî-áîäû, îäíàêî óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà�Ýéëåðà äîïóñêàþò ÷àñòíîå ðåøå-íèå, êîòîðîå îïèñûâàåòñÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõè ëèíåéíî çàâèñèò îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé [11]. Â êà÷åñòâå îáîáùåííûõêîîðäèíàò âûáðàíû ïîëóîñü ýëëèïñà ñå÷åíèÿ a, ϕ � óãîë ïîâîðîòà öè-ëèíäðà âîêðóã ñâîåé îñè êàê öåëîãî â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàòè ψ � óãëîâàÿ ïåðåìåííàÿ, îïèñûâàþùàÿ âèõðåâîå äâèæåíèå æèäêîñòèîòíîñèòåëüíî ãëàâíûõ îñåé öèëèíäðà.Ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ñèñòåìû ê îäíîé ñòåïåíè ñâîáîäû ãàìèëüòîíèàíèìååò âèä
H =

p2
a

2(1 + 1/a4)
+ Ur, Ur =

c21
(a− 1/a)2

+
c22

(a+ 1/a)2
+ 2ω2

0 ln
a+ 1/a

2
,

(1)ãäå Ur � ïðèâåäåííàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ, ω2
0 = 2πρG, c1, c2 �ôèêñèðîâàííûå êîíñòàíòû ïåðâûõ èíòåãðàëîâ:

c1 = (pϕ + pψ)/2, c2 = (pϕ − pψ)/2.Ñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ ñîîòâåòñòâóþò êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìïðèâåäåííîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ñèñòåìû (1) è îïðåäåëÿþòñÿ óðàâ-íåíèåì
f(u) = ω2

0u
3 − (8ω2

0 + c21 + c22)u
2 + 8(2ω2

0 + c22)u− 16c22 = 0, (2)ãäå u = (a+ 1/a)2.Â äàííîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ f(u) ÿâëÿåòñÿ ãèðîñêîïè÷åñêîé ôóíêöè-åé ñèñòåìû, ÷òî ïîçâîëÿåò íàì ïðèìåíèòü ìåòîä êîìïüþòåðíîãî àíà-ëèçà óñòîé÷èâîñòè, îïèñàííûé â ï. 1.1. Ïðè c1 6= 0 ñóùåñòâóåò îäíîäâóõïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê u∗(c1, c2), êîòîðûìñîîòâåòñòâóþò ýëëèïòè÷åñêèå öèëèíäðû, ñîõðàíÿþùèå ôîðìó. Êðîìå11



òîãî, ïðè c1 = 0 âñåãäà èìååòñÿ êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà u = 4, ñîîòâåòñòâó-þùàÿ êðóãîâîìó öèëèíäðó. Ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ u∗(c1, c2) îïðåäå-ëÿþò â ïðîñòðàíñòâå ïåðâûõ èíòåãðàëîâ (c1, c2, H) äâóìåðíóþ áèôóð-êàöèîííóþ ïîâåðõíîñòü
H = h(c1, c2) = H |pa=0,a=a∗

= Ur(u∗(c1, c2), c1, c2). (3)Ýòà ïîâåðõíîñòü îòäåëÿåò îáëàñòü âîçìîæíûõ çíà÷åíèé èíòåãðàëîâîò òåõ çíà÷åíèé, ïðè êîòîðûõ äâèæåíèå íåâîçìîæíî. Îáëàñòü âîçìîæ-íûõ çíà÷åíèé ýíåðãèè ïðè ôèêñèðîâàííûõ c1, c2 îïðåäåëÿåòñÿ íåðàâåí-ñòâîì H > h(c1, c2).Ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ, îòâå÷àþùèå êðóãîâîìó öèëèíäðó (u∗ =

= 4), â ïðîñòðàíñòâå ïåðâûõ èíòåãðàëîâ (c1, c2, H) îïðåäåëÿþò áèôóð-êàöèîííóþ êðèâóþ (ïàðàáîëó), çàäàííóþ óðàâíåíèÿìè
c1 = 0, Hcir = c22/4. (4)Áèôóðêàöèîííàÿ ïîâåðõíîñòü (3) è áèôóðêàöèîííàÿ êðèâàÿ (4)ñîâìåñòíî ñ îòìå÷åííîé îáëàñòüþ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé èíòåãðàëîâ îá-ðàçóþò ïîëíóþ áèôóðêàöèîííóþ äèàãðàììó ñèñòåìû, îáùèé âèä êî-òîðîé ïðèâåäåí íà ðèñ. 2.Çàâèñèìîñòè ýíåðãèè êðóãîâîãî öèëèíäðà (ïàðàáîëà) è ýëëèïòè-÷åñêîãî öèëèíäðà ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 3. Òî÷êà îòâåòâëåíèÿ
c2 = ±2ω0, H = ω2

0 (5)

Ðèñ. 2. Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà ýëëèïòè÷åñêîãî öèëèíäðà â ïðîñòðàí-ñòâå èíòåãðàëîâ c1, c2, H . Âûäåëåííàÿ êðèâàÿ (ïàðàáîëà) ñîîòâåòñòâóåò êðó-ãîâîìó öèëèíäðó, âûäåëåííûå òî÷êè îòâåòâëåíèÿ � òî÷êè áèôóðêàöèèîò êðóãîâîãî öèëèíäðà ê ýëëèïòè÷åñêîìó12



ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé áèôóðêàöèè, â êîòîðîé ðåøåíèå, ñîîòâåòñòâóþùååêðóãîâîìó öèëèíäðó, ìåíÿåò ñâîé òèï ñ öåíòðà íà ôîêóñ, òî åñòüïðè |c2| < 2ω0 óñòîé÷èâûì ÿâëÿåòñÿ êðóãîâîé öèëèíäð, ïðè |c2| > 2ω0 �ýëëèïòè÷åñêèé.
2Ðèñ. 3. Ñå÷åíèå áèôóðêàöèîííîéäèàãðàììû (3) ïëîñêîñòüþ c1 =

= 0. Â âûäåëåííûõ òî÷êàõ ïðîèñ-õîäèò îòâåòâëåíèå áèôóðêàöèîí-íîé êðèâîé (4) îò ïîâåðõíîñòè (3)

Ïðè c1 = 0, u = 4 èíòåãðàëû äâè-æåíèÿ pϕ è pψ ïåðåñòàþò áûòü íåçà-âèñèìûìè è îïðåäåëÿþò îäèíàêîâîåâðàùåíèå ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω =

= ϕ̇− ψ̇. Ïðè u = 4 ïîëó÷èì óãëîâóþñêîðîñòü, ñîîòâåòñòâóþùóþ òî÷êå áè-ôóðêàöèè:
ω2 = ω2

0 = 2πGρ. (6)Åñëè âíóòðåííåãî òå÷åíèÿ íåò(òî åñòü ψ̇ = 0, öèëèíäð âðàùàåò-ñÿ êàê òâåðäîå òåëî), ïðèâåäåííàÿ ïî-òåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ïðèíèìàåò âèä
Ur = ω2

0 ln(u/4) + p2
ϕ/2/(u− 2),ãäå pϕ = (u − 2)ω � èíòåãðàë äâèæåíèÿ, ω = ϕ̇ � óãëîâàÿ ñêîðîñòüâðàùåíèÿ öèëèíäðà. Óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî öè-ëèíäðà � äâóìåðíîãî àíàëîãà ýëëèïñîèäà ßêîáè è ýíåðãèÿ â òî÷êåáèôóðêàöèè u = 4 èìååò âèä

ω2 = 2ω2
0/u = ω2

0/2, H = ω2
0/2.Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ïîëó÷èòñÿ äëÿ äâóìåðíîãî àíàëîãà ýëëèï-ñîèäîâ Äåäåêèíäà (ϕ̇ = 0, ψ̇ 6= 0).Ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè êðóãîâîãî öèëèíäðà ïî îòíîøåíèþ ê ýëëèï-òè÷åñêèì âîçìóùåíèÿì ïðîèñõîäèò ïðè ω2 > ω2
0 , à íå ïðè ω2 >

ω2
0

2
.Íåòî÷íîñòü â âûøåïðèâåäåííûõ ðàáîòàõ [4, 3, 13] ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òîýíåðãèÿ ïðè ω2>

ω2
0

2
íå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà, òåì íå ìåíåå,ñóùåñòâóåò ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ, êîòîðàÿ ñëóæèòôóíêöèåé Ëÿïóíîâà.Â õîäå ðàáîòû ïðè àíàëèçå óðàâíåíèé Ðèìàíà äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãîöèëèíäðà [1] áûëè îïðåäåëåíû îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ (îáëà-13



ñòè ïîëîæèòåëüíîãî äàâëåíèÿ). Â ïëîñêîñòè c1 = 0 äàâëåíèå ïîëîæè-òåëüíî ïðè ïðè |c2| < 2ω0. Òàêèì îáðàçîì, âûøå òî÷êè áèôóðêàöèèíà âåòâè êðóãîâîãî öèëèíäðà ôèçè÷åñêîãî ðåøåíèÿ íå ñóùåñòâóåò.Íà ðèñ. 4 ïðèâåäåíû ñå÷åíèÿ îáëàñòè ôèçè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ïî-âåðõíîñòÿìè H = const. Àíàëèç îáëàñòåé îòðèöàòåëüíîãî äàâëåíèÿ ïî-êàçûâàåò, ÷òî îíè íèãäå íå ïåðåêðûâàþòñÿ è âñåãäà êàñàþòñÿ áèôóð-êàöèîííîé ïîâåðõíîñòè (2) òîëüêî ïî ëèíèè c1 = 0 ïðè |c2| > 2ω0.
Ðèñ. 4. Îáëàñòü âîçìîæíûõ çíà÷åíèé èíòåãðàëîâ (âûäåëåíà ñåðûì öâåòîì)ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè. Îáëàñòü îòðèöàòåëüíîãî äàâëåíèÿ, ãäåíå ñóùåñòâóåò ôèçè÷åñêîå ðåøåíèå, îáîçíà÷åíà áåëûì öâåòîì. Âûäåëåííàÿòî÷êà ñîîòâåòñòâóåò êðóãîâîìó öèëèíäðóÂ ï. 2.3 àíàëèòè÷åñêèìè ìåòîäàìè îïðåäåëÿåòñÿ íîâûé êëàññ ôè-ãóð ðàâíîâåñèÿ íåîäíîðîäíîé æèäêîñòè � ñôåðîèäû ñ ãîìîôîêàëüíûìðàññëîåíèåì.Óðàâíåíèå ïðîèçâîëüíîãî ãîìîôîêàëüíîãî ñëîÿ ñôåðîèäà îïðåäå-ëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì µ è èìååò âèä

x2 + y2

a2 + µ
+ z2

b2 + µ
= 1, −b2 6 µ 6 0, a > b.Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôèãóð ðàâíîâåñèÿ íåîáõîäèìî íàéòè ñîâìåñò-íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíîñòè, Ïóàññîíà è ãèäðîäèíàìè÷åñêèõóðàâíåíèé Ýéëåðà, êîòîðûå ðàññìàòðèâàþòñÿ â êðèâîëèíåéíîé ñèñòåìåêîîðäèíàò (r, ϕ, µ), ïåðåõîä â êîòîðóþ îò äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò (x, y, z)çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x = r cos(ϕ), y = r sin(ϕ), z =
(

b2 + µ− (b2 + µ)r2/(a2 + µ)
)1/2

. (7)Áóäåì ðàññìàòðèâàòü äâèæåíèå æèäêîñòè, ñîõðàíÿþùåå ôîðìó ýëëèï-ñîèäà, òî åñòü óãëîâàÿ ñêîðîñòü ω çàâèñèò òîëüêî îò µ. Ïîñëå àíà-ëèòè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé äëÿ ïîëÿ ñêîðîñòåé V (0, ω(µ), 0) ïîëó÷èì14



çàìêíóòóþ ñèñòåìó èç òðåõ óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ ω(µ), ãðàâèòà-öèîííîãî ïîòåíöèàëà U(r, µ) è äàâëåíèÿ p(r, µ):
−ω(µ)2r = ∂U

∂r
− 1
ρ(µ)

∂p

∂r
, 0 = ∂U

∂µ
− 1
ρ(µ)

∂p

∂µ
,

1
r
∂U
∂r

+ ∂2U
∂r2

+ 1
r2
∂2U
∂ϕ

+
2(a2 + µ)

(a2 + µ)2 − r2(a2 − b2)

(

(a2 + 2b2 + 3µ)∂U
∂µ

+

+ 2(b2 + µ)

(

r ∂
2U

∂µ∂r
+ (a2 + µ)∂

2U
∂2µ

))

= −4πGρ(µ).Åñëè ïëîòíîñòü ìåíÿåòñÿ íåïðåðûâíî, òî äëÿ ñîâìåñòíîñòè äàííîé ñè-ñòåìû óðàâíåíèé íåîáõîäèìî, ÷òîáû ïîòåíöèàë èìåë âèä
U = r2f(µ) + g(µ). (8)Óðàâíåíèÿ äëÿ ôóíêöèé f(µ) è g(µ) ïîëó÷èì, ïîäñòàâëÿÿ ïîòåíöè-àë U(r, µ) â óðàâíåíèå Ïóàññîíà è ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè ðàç-íûõ ñòåïåíÿõ r. Ïîñëå ââåäåíèÿ íîâîé ïåðåìåííîé

x = (a2 − b2)/(b2 + µ)äàííûå óðàâíåíèÿ ïðèíèìàþò âèä
2x(x+ 1)2f(x)′′ + 3(x2 − 1)f(x)′ − 2f(x) = 2πGρ(x),

2(x+ 1)xg′′(x) + (3x+ 1)g′(x) = −
2(x+ 1)(a2 − b2)(πGρ(x) + f(x))

x2
.Â äèññåðòàöèè ïðèâåäåíû ðåøåíèÿ äëÿ ôóíêöèé f è g äëÿ òî÷åêâíóòðè è âíå ñôåðîèäà. Íàéäåííûå â îáùåì âèäå, îíè îáîáùàþò èç-âåñòíîå ðåøåíèå Ìàêëîðåíà äëÿ îäíîðîäíîãî ñôåðîèäà è ðåçóëüòàòûðàáîòû [7] äëÿ äâóõ îáîëî÷åê ðàçíîé ïëîòíîñòè. Ðåøåíèå, ïðåäñòàâëåí-íîå â îáùåì âèäå, ïîçâîëÿåò îïðåäåëÿòü äàâëåíèå è óãëîâóþ ñêîðîñòüãîìîôîêàëüíîãî ñôåðîèäà ñ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèåé ïëîòíîñòè (â ðà-áîòå ïðåäñòàâëåí îäèí èç ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ).Â ãëàâå 3 îïèñàíà ïîñòàíîâêà ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà è ïðèâå-äåíû ðåçóëüòàòû êîìïüþòåðíîãî àíàëèçà äèíàìèêè áîëüøîãî ÷èñëà÷àñòèö êîíå÷íîãî ðàäèóñà â äâóìåðíîé ïîñòàíîâêå. Ìàòåìàòè÷åñêàÿìîäåëü äèíàìèêè ñèñòåìû àáñîëþòíî óïðóãèõ ÷àñòèö, âçàèìîäåéñòâó-þùèõ ïî ëîãàðèôìè÷åñêîìó çàêîíó, âêëþ÷àåò â ñåáÿ ðåãóëÿðèçàöèþ,15



èñïîëüçîâàíèå ïåðåìåííîãî øàãà ïî âðåìåíè è çàêîíû óïðóãîãî îòòàë-êèâàíèÿ ÷àñòèö íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ. Ïðîöåññ âèçóàëèçèðîâàí, ÷òîïîçâîëÿåò íàáëþäàòü ýâîëþöèþ ñèñòåìû âî âðåìåíè.Ðàññìîòðèì ñèñòåìó áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ñàìîãðàâèòèðóþùèõáåñêîíå÷íûõ öèëèíäðîâ. Äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè ñèñòåìû äîñòàòî÷íîðàññìîòðåòü ïëîñêîå ñå÷åíèå, ïåðïåíäèêóëÿðíîå îñè öèëèíäðîâ. Ôóíê-öèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû èìååò âèä
L =

N
∑

i=1





m0

2

(

ẋ2
i + ẏ2

i

)

−m2
0G

N
∑

j>i

ln rij



 ,ãäå rij =
√

(xi − xj)2 + (yi − yj)2 � ðàññòîÿíèå ìåæäó ÷àñòèöàìè, N �÷èñëî ÷àñòèö, m0 � ìàññà îäíîãî öèëèíäðà íà åäèíèöó äëèíû, êîòî-ðàÿ ñâÿçàíà ñ ìàññîé ñèñòåìû (ýëëèïòè÷åñêèì öèëèíäðîì ñ ïîëóîñÿìè
a1, a2), îïèñàííîé â ï. 2.2, ñëåäóþùèì îáðàçîì:

m0 = ρπa1a2/N.Äëÿ âåðèôèêàöèè ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ àíàëèòè÷åñêèìè (èçëîæåí-íûìè â ãëàâå 2) íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü ìèíèìàëüíóþ ïîòåíöèàëüíóþýíåðãèþ ñèñòåìû ÷àñòèö, êîòîðàÿ çàòåì, â ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ, âû-áèðàåòñÿ â êà÷åñòâå íóëåâîãî óðîâíÿ. Äëÿ ýòîãî ñ ïîìîùüþ ïàêåòààíàëèòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé Maple îïðåäåëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåð-ãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö, óïàêîâàííûõ â ãåêñàãîíàëüíóþ ïëîòíóþóïàêîâêó.Âûáèðàÿ ìàñøòàá ýíåðãèè E0 = Gm2
0, åäèíèöó èçìåðåíèÿ äëè-íû r0, ñóììàðíóþ áåçðàçìåðíóþ ïëîùàäü ã1ã2 = C, ìàñøòàá âðåìåíè

t20 = 2/(ω2
0NC), ãäå ω2

0 = 2πGρ, óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ ÷àñòèöû ñ íî-ìåðîì i áóäóò èìåòü âèä
ẍi = −

∑

j

(xi − xj)

r2ij
, ÿi = −

∑

j

(yi − yj)

r2ij
.Âìåñòî äâóõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà çàïèøåì ñèñòåìó ÷åòûðåõäèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà (äëÿ êîîðäèíàòû y îíèèìåþò àíàëîãè÷íûé âèä):

ẋi = Vxi, V̇xi = −
∑

j

(xi − xj)

r2ij
. (9)16



Äëÿ òîãî ÷òîáû ñèñòåìà (9) èìåëà åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, íåîáõî-äèìî è äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ïðè t = 0 (íà÷àëüíûåêîîðäèíàòû è ñêîðîñòè). Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè êîîðäèíàòû ÷à-ñòèö îïðåäåëÿþòñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì ñ ïîìîùüþ ãåíåðàòîðà ñëó÷àé-íûõ ÷èñåë, äëÿ êàæäîé ïàðû êîîðäèíàò (x0
i , y

0
i ) âûïîëíÿåòñÿ ïðîâåðêàíà ïîïàäàíèå â ýëëèïñ ñ çàäàííûìè ïîëóîñÿìè a1 è a2. Íà÷àëüíûåñêîðîñòè ÷àñòèö ñâÿçàíû ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ âðàùåíèÿ êàê öåëîãî ωè ñêîðîñòüþ îòíîñèòåëüíîãî âèõðåâîãî âðàùåíèÿ ω1 ñëåäóþùèì îáðà-çîì:

V 0
xi = −(ω + ω1)y

0
i , V

0
yi =

(

ω +
a2
2

a2
1

ω1

)

x0
i . (10)Ñèñòåìà (9) c íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (10) ðåøàåòñÿ ìåòîäîìÐóíãå�Êóòòà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà. Îñíîâíàÿ ïðîáëåìà ïðè èíòåãðèðî-âàíèè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ âîçíèêàåò íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ ìåæäó÷àñòèöàìè (çíàìåíàòåëü â óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ).Äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîððåêòíîãî ðåçóëüòàòà â ïðîãðàììíîì êîìïëåêñå ââå-äåí ìîäóëü äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïåðåìåííîãî øàãà ïî âðåìåíè íà îñíîâåðåãóëÿðèçàöèè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ âáëèçè ñòîëêíîâåíèé. Ðàçðàáîòàí-íûé àëãîðèòì äðîáëåíèÿ øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ, îïèñàííûé â ï. 1.3, èñ-êëþ÷àåò ìíîãî÷àñòè÷íûå ñòîëêíîâåíèÿ.Àíàëèç ïîëó÷àåìûõ â õîäå ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ðàñïðåäåëå-íèÿ ÷àñòèö ïî óãëó è ðàññòîÿíèþ îò öåíòðà ìàññ ïîêàçàë âîçìîæíîñòüïóëüñàöèé ñèñòåìû, àíàëèòè÷åñêîå îïèñàíèå êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ äîñòà-òî÷íî ñëîæíîé çàäà÷åé. Îá îòêëîíåíèè îò êðóãîâûõ ôîðì òàêæå äàåòèíôîðìàöèþ âû÷èñëÿåìîå íà êàæäîì øàãå èíòåãðèðîâàíèÿ îòíîøåíèå

λ1/λ2 ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû ∆, ñîñòàâëåííîé èç ñðåäíåêâàä-ðàòè÷íûõ çíà÷åíèé êîîðäèíàò x, y ÷àñòèö:
∆ =

(

< x2 > < xy >

< xy > < y2 >

)

. (11)Õàðàêòåðíûå ïðîöåññû ýâîëþöèè ýëëèïòè÷åñêîãî öèëèí-äðà â îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ èçëîæåíû â ï. 3.2 äèññåðòàöèè.Íà ðèñ. 5 ïðåäñòàâëåíà îäíà èç òàêèõ ñèñòåì ñ ïàðàìåòðàìè: N =

= 5000, E = 0.1,M = 0.15, a1/a2 = 1/2, ω = 10.Â õîäå ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ áûëî âûÿâëåíî, ÷òî äàííàÿ ñè-ñòåìà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ, ïðîõîäèò ÷åðåç ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòü ýëëèïòè÷åñêèõ ôîðì ê êðóãîâîé ôîðìå (òî åñòü ðàâ-17



t = 0 t = 0.12 t = 1.7

Ðèñ. 5. Õàðàêòåðíûé âèä ýâîëþöèè ýëëèïòè÷åñêîãî öèëèíäðà â îáëàñòè ñó-ùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿíîìåðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ïî óãëó). Â õîäå ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòàíàáëþäàþòñÿ ïóëüñàöèè ñèñòåìû, íî òàê êàê ïàðàìåòðû ñèñòåìû ñîîò-âåòñòâóþò òî÷êå, íå ëåæàùåé íà áèôóðêàöèîííîé ïîâåðõíîñòè, ýëëèï-òè÷åñêàÿ ôîðìà íå ñîõðàíÿåòñÿ. Êðîìå òîãî, íà ðèñ. 5 õîðîøî âèäíîïûëåâîå îáëàêî, êîòîðîå îáðàçóåòñÿ íà íà÷àëüíîì ýòàïå. Îíî îáðàçóåò-ñÿ èç-çà òîãî, ÷òî âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ÷àñòèöàìè íå îãðàíè÷èâàåò èõâçàèìíîãî ðàññòîÿíèÿ. Íà ðèñ. 6, 7 ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè ñðåäíåãîðàäèóñà < r > è λ1/λ2 îò âðåìåíè, ïîäòâåðæäàþùèå ïðèõîä ê êðóãî-âîìó ðàñïðåäåëåíèþ (λ→ 1) è íàëè÷èå ïóëüñàöèé.Çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò òàêæå íàáëþäåíèå è àíàëèçõàðàêòåðíîé ýâîëþöèè ñèñòåìû â îáëàñòè îòðèöàòåëüíîãî äàâ-ëåíèÿ, íàïðèìåð, ñ îáðàçîâàíèåì äâîéíûõ ñèñòåì. Îñíîâíûå ðåçóëü-
t

<r>
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1.6

1.7

0 0.5 1 1.5 2 2.5Ðèñ. 6. Õàðàêòåðíûå êîëåáàíèÿ ñðåäíåãî ðàäèóñà ñèñòåìû âî âðåìåíè â îá-ëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ 18



t

l l
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0 0.5 1 1.5 2 2.5Ðèñ. 7. Õàðàêòåðíûå èçìåíåíèÿ îòíîøåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðè-öû (11) ñèñòåìû, ñîîòâåòñòâóþùåé îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ. Ñòðåì-ëåíèå λ1/λ2 → 1 ñîîòâåòñòâóåò ýâîëþöèè ê êðóãîâîìó öèëèíäðóòàòû è ðàçëè÷íûå ñöåíàðèè ýâîëþöèè â îáëàñòè ðàñïàäà èçëîæåíûâ ï. 3.3 äèññåðòàöèè.Íà ðèñ. 8 ïðåäñòàâëåí ïðîöåññ ðàñïàäà â ñèñòåìå ñ ïàðàìåòðàìè:
N = 1000, E = 0.28,M = 0.63, a1/a2 = 1/10, ω = 10. Ðåçóëüòàòîì÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà ÿâëÿåòñÿ îáðàçîâàíèå äâóõ îòäåëüíûõ ìàññâ ðåçóëüòàòå äåëåíèÿ ñèñòåìû, êîòîðûå óñòîé÷èâî âðàùàþòñÿ âîêðóãîáùåãî öåíòðà ìàññ.Ïðè íàáëþäåíèè ýâîëþöèè äàííîé ñèñòåìû âèäíî, ÷òî ðàñïàä ïðî-èñõîäèò íå çà ñ÷åò êîëåáàíèé ïëîòíîñòè, à çà ñ÷åò äåôîðìàöèè ôîðìûè, ïî-âèäèìîìó, ìîæåò áûòü óñòàíîâëåí â ðåçóëüòàòå Ôóðüå-àíàëèçà,òî åñòü àíàëèòè÷åñêèìè ìåòîäàìè, ðàçâèâàåìûìè â ðàáîòå Ëàâà [6].Íà ðèñ. 9, 10 ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè ñðåäíåãî ðàññòîÿíèÿ

1

1

t = 0 t = 0.37 t = 0.6 t = 10.7

Ðèñ. 8. Õàðàêòåðíûé âèä ýâîëþöèè ýëëèïòè÷åñêîãî öèëèíäðà â îáëàñòè îò-ðèöàòåëüíîãî äàâëåíèÿ 19



< r > è óãëà < ϕ > îò âðåìåíè äàííîé ñèñòåìû. Èç ãðàôèêîâ âèäíî,÷òî âðàùåíèå âîêðóã öåíòðà ìàññ îáðàçîâàâøèõñÿ îòäåëüíûõ ÷àñòåéñèñòåìû ðåãóëÿðíî ñ ïîñòîÿííûì ïåðèîäîì è ïîñòåïåííî óñòàíàâëèâà-åòñÿ íà êðóãîâûå îðáèòû.
<r>

1
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1.4
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0 2 4 6 8 tÐèñ. 9. Õàðàêòåðíàÿ çàâèñèìîñòü ñðåäíåãî ðàññòîÿíèÿ < r > îò âðåìåíèâ îáëàñòè ðàñïàäà. Êîëåáàíèÿ ñîîòâåòñòâóþò ýëëèïòè÷íîñòè îðáèò âðàùå-íèÿ öåíòðîâ ìàññ îáðàçîâàâøèõñÿ ÷àñòåé âîêðóã îáùåãî öåíòðà ìàññ. Çàòó-õàíèå äàííûõ êîëåáàíèé ñîîòâåòñòâóåò óñòàíîâëåíèþ âðàùåíèÿ ïî êðóãîâûìîðáèòàì
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2.5

3.5

0 2 4 6 8 t

< >j

Ðèñ. 10. Õàðàêòåðíàÿ çàâèñèìîñòü ñðåäíåãî óãëà < ϕ > îò âðåìåíè â îá-ëàñòè ðàñïàäà. Êîëåáàíèÿ ñîîòâåòñòâóþò ïåðèîäè÷åñêîìó âðàùåíèþ îáðàçî-âàâøèõñÿ ÷àñòåé, ïðè÷åì ¾ðàçìûâàíèå¿ ôîðìû îòñóòñòâóåò20



Òàêèì îáðàçîì, ðàçðàáîòàííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, îïèñûâà-þùàÿ äèíàìèêó ñèñòåìû ìíîãèõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö, äåìîí-ñòðèðóåò ïîâåäåíèå, ñõîæåå ñ àíàëèòè÷åñêèìè ðåçóëüòàòàìè äëÿ âðàùà-þùèõñÿ ìàññ æèäêîñòè. Îäíàêî èç-çà òîãî, ÷òî âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó÷àñòèöàìè íå îãðàíè÷èâàåò èõ âçàèìíîãî ðàññòîÿíèÿ, äàííàÿ ìîäåëüáëèæå ê ãàçîâûì ýëëèïñîèäàì èëè ñæèìàåìîé æèäêîñòè. Íî â îáëàñòèìàëûõ ýíåðãèé è ìîìåíòîâ èìïóëüñà íàõîäèòñÿ â ñîãëàñèè ñ àíàëè-òè÷åñêèìè ðåçóëüòàòàìè. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, èë-ëþñòðèðóþùèå ðàñïàä ýëëèïòè÷åñêîé ôèãóðû íà äâå è áîëåå ÷àñòè,ñîãëàñóþòñÿ ñ òåîðåòè÷åñêèìè ïðåäñêàçàíèÿìè î íåñóùåñòâîâàíèè ðå-øåíèÿ â îáëàñòè îòðèöàòåëüíîãî äàâëåíèÿ.Ïóáëèêàöèè àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè
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