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3Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòûÀêòóàëüíîñòü òåìû.Â ñâÿçè ñ óâåëè÷åíèåì ñëîæíîñòè ñîâðåìåííûõ çàäà÷ èç ðàçëè÷-íûõ îáëàñòåé òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì èõ ÷èñòî àíàëèòè÷åñêîå èñ-ñëåäîâàíèå ñòàíîâèòñÿ íåâîçìîæíûì, êàê ïî òåõíè÷åñêèì (ãðîìîçä-êîñòü âûêëàäîê), òàê è ïî ïðèíöèïèàëüíûì ñîîáðàæåíèÿì (íàïðèìåð,íåâîçìîæíîñòü ïðîèíòåãðèðîâàòü â êëàññå èçâåñòíûõ �óíêöèé). Åñ-ëè ñ òðóäíîñòÿìè ïåðâîãî òèïà ìîãóò ïîìî÷ü ñïðàâèòñÿ ñîâðåìåííûåñèñòåìû àíàëèòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé (Maple, Matematia è äð.), òî âòî-ðàÿ ïðîáëåìà ðàçðåøèìà òîëüêî ñ ïîìîùüþ ïîñòàíîâêè ÷èñëåííûõ ýêñ-ïåðèìåíòîâ. Ïîýòîìó àêòóàëüíûì ñòàíîâèòñÿ ñîâìåùåíèå ÷èñëåííîãîýêñïåðèìåíòà ñ ðàçëè÷íûìè àíàëèòè÷åñêèìè ìåòîäàìè èññëåäîâàíèÿ.Òàêîé ïîäõîä ïðåäñòàâëÿåò âîçìîæíîñòü ïî íîâîìó âçãëÿíóòü íà óæåèçâåñòíûå ðåçóëüòàòû â òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì è ïîëó÷èòü áî-ëåå ïîëíîå êà÷åñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå î äèíàìèêå ñèñòåì. Îòäåëüíîïîä÷åðêíåì, ÷òî ïðèìåíåíèå êîìïüþòåðíûõ ìåòîäîâ íå äîëæíî îãðà-íè÷èâàòüñÿ ïðîñòûì ìîäåëèðîâàíèåì, à äîëæíî áàçèðîâàòüñÿ íà ãëóáî-êîì ïðåäâàðèòåëüíîì àíàëèòè÷åñêîì èçó÷åíèè çàäà÷è ñ ïîñëåäóþùèìïðèìåíåíèåì íîâûõ êîìïüþòåðíûõ ìåòîäîâ, ñâÿçàííûõ, â ÷àñòíîñòè, ñòîïîëîãè÷åñêèì àíàëèçîì, òåîðèåé áè�óðêàöèé è äðóãèìè îáëàñòÿìèòåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Òàêèì îáðàçîì, ñîçäàíèå ïðîãðàììíîãîêîìïëåêñà, ðåàëèçóþùåãî ñîâðåìåííûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ äèíàìè-÷åñêèõ ñèñòåì, è òåñíî ñâÿçàííîãî ñ ñîâðåìåííûìè àíàëèòè÷åñêèìè ìå-òîäàìè, ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç àêòóàëüíûõ ïðîáëåì â ñîâðåìåííîé òåîðèèäèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.Ñîçäàíèå ïðîãðàìíîãî êîìïëåêñà êàê èíñòðóìåíòà äëÿ èññëåäîâà-íèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì íåîòäåëèìî îò ñàìîãî ïðîöåññà èññëåäîâàíèÿâî âðåìÿ êîòîðîãî ïðîâîäèòñÿ òàêæå òåñòèðîâàíèå è îòëàäêà âõîäÿùèõâ êîìïëåêñ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì â äèññåðòàöèþ âîøåëðÿä ðåçóëüòàòîâ ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ àêòèâíîãî ñîâìåùåíèÿ àíà-ëèòè÷åñêèõ è êîìïüþòåðíûõ ìåòîäîâ ðåàëèçîâàííûõ â ïðîãðàììíîìêîìïëåêñå. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî âñå ðàññìàòðèâàåìûå â äèññåðòàöèèçàäà÷è âõîäÿò â çîëîòîé �îíä äèíàìèêè. Âñåìè ýòèìè çàäà÷àìè çà-íèìàëèñü êëàññèêè è îíè âîçíèêëè èç ñàìûõ ãëóáîêèõ òåîðåòè÷åñêèõèññëåäîâàíèé äîñòàòî÷íî î÷åâèäíûõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ ìåõàíèêè èãèäðîäèíàìèêè.Âòîðàÿ ÷àñòü äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà äèíàìèêå òâåðäîãî òåëà àòàêæå ðÿäó çàäà÷ î êà÷åíèè áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ òâåðäûõ òåë ïî ðàç-ëè÷íûì ïîâåðõíîñòÿì. Íåñìîòðÿ íà íåïðåêðàùàþùóþñÿ ïîëåìèêó âî-êðóã îáëàñòè ïðèìåíåíèÿ äàííîé ìîäåëè êà÷åíèÿ, ýòî íàïðàâëåíèå èñ-



4ñëåäîâàíèé îñòàåòñÿ àêòóàëüíûì êàê â òåîðåòè÷åñêîì ïëàíå � èçó÷å-íèå íîâûõ ý��åêòîâ òàêèõ êàê ðåâåðñ â äèíàìèêå êåëüòñêîãî êàìíÿèëè áåñêîíå÷íûé ðîñò ÷àñòîòû êîëåáàíèé äèñêà Ýéëåðà, òàê è â ïðàê-òè÷åñêîì ïëàíå � èçó÷åíèå êîíêðåòíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé îá-ëàäàþùèõ èíòåðåñíûìè äèíàìè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè è êëàññè�èêàöèÿâîçìîæíûõ âèäîâ äâèæåíèÿ òåë.Òðåòüÿ ÷àñòü äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà êëàññè÷åñêîé íåáåñíîé ìå-õàíèêå è íåáåñíîé ìåõàíèêå â ïðîñòðàíñòâàõ ïîñòîÿííîé êðèâèçíû.Äàííàÿ îáëàñòü èññëåäîâàíèé òðàäèöèîííî ÿâëÿåòñÿ ïîëèãîíîì äëÿàïðîáàöèè íîâûõ êîìïüþòåðíûõ ìåòîäîâ. Åå àêòóàëüíîñòü êàê ïðàâè-ëî ñâÿçûâàþò ñî âñåâîçìîæíûìè çàäà÷àìè î äâèæåíèè ñïóòíèêîâ èèõ óñòîé÷èâîñòüþ, ïðîáëåìàìè ãëîáàëüíîé íàâèãàöèè è ïð. Â äàííîéäèññåðòàöèè ïðèìåíåíèå ñîâðåìåííûõ ìåòîäîâ ðåäóêöèè ñâÿçàííûõ ñòåîðèåé ãðóïï è àëãåáð Ëè ïîçâîëèëî ñóùåñòâåííî ïðîäâèíóòüñÿ â ïî-íèìàíèè ñêðûòûõ ñèììåòðèé çàäà÷è N òåë. Ýòî, â ÷àñòíîñòè, ïîçâîëèòïîëó÷èòü ðÿä íîâûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ çàäà÷è N òåë â èñêðèâëåííîì ïðî-ñòðàíñòâå ïðèìåíÿÿ êëàññè÷åñêóþ òåîðèþ âîçìóùåíèÿ.Ïîñëåäíÿÿ, ÷åòâåðòàÿ ÷àñòü äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà çàäà÷àì âèõ-ðåâîé ãèäðîäèíàìèêè. Àêòóàëüíîñòü äàííîãî íàïðàâëåíèÿ îáóñëîâëåíàâ ïåðâóþ î÷åðåäü ðåøåíèåì çàäà÷ ñâÿçàííûõ ñ ïðîáëåìàìè ïðîãíîçàïîãîäû, èññëåäîâàíèÿ äèíàìèêè êðóïíûõ àòìîñ�åðíûõ îáðàçîâàíèé,âîïðîñàìè õàîòè÷åñêîé àäâåêöèè è òóðáóëåíòíîñòè. Õîðîøî èçâåñòíî,÷òî îáùèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ N òî÷å÷íûõ âèõðåé íà ïëîñêîñòè ìîãóòáûòü çàïèñàíû â ãàìèëüòîíîâîé �îðìå. Âïåðâûå íà ýòî óêàçàë Êèðõ-ãî� â ñâîèõ ëåêöèÿõ ïî ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêå [7℄, òàì æå îí ïîëó÷èëäëÿ íèõ âñå âîçìîæíûå ïåðâûå èíòåãðàëû äâèæåíèÿ. Ïîñòàíîâêà çàäà-÷è î äâèæåíèè àíàëîãè÷íûõ âèõðåâûõ ñòðóêòóð íà èñêðèâëåííûõ ïî-âåðõíîñòÿõ òàêæå âîñõîäèò ê äåâÿòíàäöàòîìó ñòîëåòèþ. �åçóëüòàòû,àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòàì Êèðõãî�à äëÿ ñ�åðû, âïåðâûå áûëè ïîëó-÷åíû Ý.Öåðìåëî [20℄ â íà÷àëå äâàäöàòîãî âåêà. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òîóðàâíåíèÿ è èíòåãðàëû äâèæåíèÿ äëÿ äàííûõ çàäà÷ õîðîøî èçâåñòíû,ìíîãèå çàäà÷è â ýòîé îáëàñòè òàê è îñòàëèñü íå ðåøåííûìè. Ïðèìåíå-íèå ñîâðåìåííûõ êîìïüþòåðíûõ ìåòîäîâ â äàííîé îáëàñòè ïîçâîëèëîïîëó÷èòü ðÿä íîâûõ èíòåðåñíûõ ðåçóëüòàòîâ.Öåëü ðàáîòû.Öåëüþ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñîçäàíèå ïðîãðàììíîãîêîìïëåêñà, êîòîðûé ïîçâîëÿåò âñåñòîðîííå èññëåäîâàòü øèðîêèé êëàññäèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì îïèñûâàåìûõ êîíå÷íîìåðíûìè ñèñòåìàìè äè�-�åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Äëÿ äîñòèæåíèÿ óêàçàííîé öåëè àâòîðîìáûëà âûïîëíåíà àïðîáàöèÿ ñîçäàííîãî êîìïëåêñà íà ðÿäå ñîâðåìåííûõè êëàññè÷åñêèõ çàäà÷ òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè: 1. Êà÷åíèå øàðà è äðó-



5ãèõ òåë ïî ïëîñêîñòè è ðàçëè÷íûì ïîâåðõíîñòÿì âòîðîãî ïîðÿäêà. 2.Çàäà÷à N òåë â êëàññè÷åñêîé íåáåñíîé ìåõàíèêå è íåáåñíîé ìåõàíèêå âïðîñòðàíñòâàõ ïîñòîÿííîé êðèâèçíû. 3. Çàäà÷à î äâèæåíèè òî÷å÷íûõâèõðåâûõ ñòðóêòóð â òîíêîì ñëîå æèäêîñòè.Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ.Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ â äèññåðòàöèè çàäà÷ èñïîëü-çóþòñÿ ñëåäóþùèå àíàëèòè÷åñêèå è êîìïüþòåðíûå ìåòîäû òåîðèè äè-íàìè÷åñêèõ ñèñòåì.
1) Ý��åêòèâíàÿ ðåäóêöèÿ ïî ñèììåòðèÿì, ïðèâîäÿùàÿ ê ÿâíîìó ïî-íèæåíèþ ïîðÿäêà â ñëó÷àå, êîãäà ñèñòåìà äîïóñêàåò ãåîìåòðè-÷åñêèå èëè ñêðûòûå ñèììåòðèè. Èñïîëüçóþòñÿ êàê êëàññè÷åñêèåìåòîäû ïîíèæåíèÿ ïîðÿäêà âîñõîäÿùèå ê êëàññè÷åñêèì ðàáîòàìËàãðàíæà, ßêîáè, Ïóàíêàðå, è äð., òàê è íîâûå ìåòîäû ðåäóêöèè,èñïîëüçóþùèå èäåè ïóàññîíîâîé ãåîìåòðèè è òåîðèè ãðóïï è àë-ãåáð Ëè.
2) ×èñëåííûé àíàëèç �àçîâîãî ïîòîêà ñèñòåìû ñ ïîìîùüþ ãëîáàëü-íîãî ñå÷åíèÿ Ïóàíêàðå. Ñîâðåìåííûå òîïîëîãè÷åñêèå ìåòîäû àíà-ëèçà ñòðîåíèÿ èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé ïîçâîëÿþò ðåøèòüïðîáëåìó âûáîðà ñå÷åíèÿ Ïóàíêàðå, êîòîðîå ïðåñåêàþò ïî÷òè âñå(ñ òî÷íîñòüþ äî ìåðû íóëü) òðàåêòîðèè ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû.Âûáîð ãëîáàëüíîãî ñå÷åíèÿ ñóùåñòâåííî óâåëè÷èâàåò ðîëü ÷èñëåí-íûõ èññëåäîâàíèé è, â ÷àñòíîñòè, ïîçâîëÿåò äàòü êîìïüþòåðíîåäîêàçàòåëüñòâî íåêîòîðûõ ãèïîòåç.
3) Èññëåäîâàíèå ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé è èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðà-çèé, êîòîðûå, êàê ïðàâèëî, îïðåäåëÿþò ñòðóêòóðó �àçîâîãî ïîòî-êà ñèñòåìû. Â äàííîì ñëó÷àå èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû ãàìèëüòîíîâîéðåäóêöèè íà èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ (â ñëó÷àå, êîãäà ðåøåíèåìîæåò áûòü íàéäåíî àíàëèòè÷åñêè), à òàêæå ñîâðåìåííûå ìåòîäûïîñòðîåíèÿ è ïðîäîëæåíèÿ (ïî ïàðàìåòðó) ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøå-íèé, èíâàðèàíòíûõ òîðîâ è ñåïàðàòðèñ.
4) Àíàëèç ïåðåñòðîåê ñåïàðàòðèñ, êàê ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ìàëîãî ïà-ðàìåòðà (àíàëèç èíòåãðàëà Ïóàíêàðå-Ìåëüíèêîâà), òàê è ñ ïîìî-ùüþ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ.
5) Òîïîëîãè÷åñêèé àíàëèç èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé èíòåãðèðóå-ìûõ è íåèíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì. Èñïîëüçóåìûå ïðè ýòîì àíàëè-òè÷åñêèå ìåòîäû îñíîâûâàþòñÿ íà àíàëèçå áè�óðêàöèîííûõ ìíî-æåñòâ è âîñõîäÿò ê Ñìåéëó è óæå ïðîäåìîíñòðèðîâàëè ñâîþ ý�-�åêòèâíîñòü â íåáåñíîé ìåõàíèêå è äèíàìèêå òâåðäîãî òåëà.
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6) Êðîìå òîãî, ïðè ðåøåíèè ïîñòàâëåííûõ â äèññåðòàöèè çàäà÷ èñ-ïîëüçóþòñÿ ÊÀÌ-òåîðèÿ, âàðèàöèîííûå ìåòîäû (ïðèìåíèòåëüíîê ïîèñêó ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé), òåîðèÿ óñòîé÷èâîñòè, è äðóãèåìåòîäû êà÷åñòâåííîãî àíàëèçà.Ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû îñíîâûâàþòñÿ íà ñòðîãî äî-êàçàííûõ òåîðåìàõ è óòâåðæäåíèÿõ, èìåþò ÿñíóþ �èçè÷åñêóþ òðàê-òîâêó è íå ïðîòèâîðå÷àò èçâåñòíûì ðåçóëüòàòàì, îáîáùàþò ðåçóëüòà-òû, ïîëó÷åííûå ðàíåå äðóãèìè àâòîðàìè. Äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâïîëó÷åííûõ ïðè ðàáîòå ñ ðàçðàáîòàííûì êîìïëåêñîì ïðîãðàìì ïîä-òâåðæäàåòñÿ ñîãëàñîâàííîñòüþ ñ àíàëèòè÷åñêèìè ðåçóëüòàòàìè â ðàñ-ñìàòðèâàåìûõ çàäà÷àõ.Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû. Íàó÷íàÿ íîâèçíà.Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû âîøåäøèå â äèññåðòàöèþ ÿâëÿþòñÿ íîâûìèè ïîëó÷åíû àâòîðîì ñàìîñòîÿòåëüíî
1) �àçðàáîòàí êîìïëåêñ ïðîãðàìì ïîçâîëÿþùèé èññëåäîâàòü øèðî-êèé êëàññ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ êîíå÷íîìåðíûìèñèñòåìàìè äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Äàííûé êîìïëåêñ ðå-àëèçóåò òàêèå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì êàêà) ïîñòðîåíèå ïðîñòûõ òî÷å÷íûõ îòîáðàæåíèé,á) ïîñòðîåíèå �àçîâîãî ïîòîêà ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáî-äû,â) ïîñòðîåíèå äâóìåðíîãî îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå äëÿ ñèñòåì ñïîëóòîðà è äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû,ã) ïîñòðîåíèå òðåõìåðíîãî îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå äëÿ äèíàìè-÷åñêèõ ñèñòåì, ñâîäèìûì ê ïÿòè äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíå-íèÿì,ä) ïîñòðîåíèÿ îáëàñòåé âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ äëÿ çàäàííîãîîòîáðàæåíèÿ,å) ïîèñê ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû,æ) ïðîäîëæåíèå ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ïî ïàðàìåòðó è ïîëíûéàíàëèç åãî áè�óðêàöèé,ç) ïîñòðîåíèå íåóñòîé÷èâûõ èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé (ñåïà-ðàòðèññ) äëÿ îòîáðàæåíèÿ,è) Ôóðüå-àíàëèç ïðîèçâîëüíûõ �óíêöèé ïðè èíòåãðèðîâàíèèâäîëü çàäàííîé �àçîâîé òðàåêòîðèè,ê) âû÷èñëåíèå ìàêñèìàëüíîãî ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà �àçîâîéòðàåêòîðèè,



7ë) ïîñòðîåíèå äåðåâà áè�óðêàöèé óäâîåíèÿ ïåðèîäà,ì) îòîáðàæåíèå ìóëüòèïëèêàòîðîâ ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ èäðóãèõ ïàðàìåòðîâ ïðè ïðîäîëæåíèè åå ïî ïàðàìåòðó,í) ïîñòðîåíèå ãðà�èêà çàâèñèìîñòè ïðîèçâîëüíîé âåëè÷èíû îòâðåìåíè ïðè èíòåãðèðîâàíèè âäîëü �àçîâîé òðàåêòîðèè,î) ïîñòðîåíèå áè�óðêàöèîííûõ äèàãðàìì,ï) âèçóàëèçàöèÿ äâèæåíèÿ èññëåäóåìûõ îáúåêòîâ.
2) Â õîäå ðàçðàáîòêè è àïðîáàöèè êîìïëåêñà áûë ïîëó÷åí ðÿä íîâûõíàó÷íûõ ðåçóëüòàòîâ.à) Óêàçàí íîâûé èíòåãðàë è ñëó÷àè èíòåãðèðóåìîñòè â çàäà÷åî êà÷åíèè øàðà áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ ïî ïîâåðõíîñòè âòîðîãîïîðÿäêà.á) �åøåíà çàäà÷à �àóñà îá óñòîé÷èâîñòè âðàùàþùåãîñÿ øàðà íàâåðøèíå ïàðàáîëîèäà â ïîëíîé íåëèíåéíîé ïîñòàíîâêå.â) Íàéäåíû íîâûå ý��åêòû â äèíàìèêå êåëüòñêèõ êàìíåé, â÷àñòíîñòè, óêàçàíû äâèæåíèÿ ÿâëÿþùèåñÿ ñóïåðïîçèöèåé ðå-âåðñà (ñìåíà íà ïðîòèâîïîëîæíîå íàïðàâëåíèå âðàùåíèÿ) èïåðåâîðîòà (ñìåíà íà ïðîòèâîïîëîæíóþ îñè âðàùåíèÿ)ã) Ïîëíîñòüþ ðàñêëàññè�èöèðîâàíû òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ îä-íîðîäíîãî êðóãëîãî äèñêà ïðè åãî êà÷åíèè áåç ïðîñêàëüçûâà-íèÿ ïî ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè.ä) Íàéäåí ðÿä ïåðèîäè÷åñêèõ â àáñîëþòíîì ïðîñòðàíñòâå ðåøå-íèé â êëàññè÷åñêîé çàäà÷å î äâèæåíèè òÿæåëîãî òâåðäîãî òå-ëà ñ íåïîäâèæ-íîé òî÷êîé. À òàêæå óêàçàíà èõ ñâÿçü ñ óæåèçâåñòíûìè ðåøåíèÿìè.å) Óêàçàíû íîâûå ý��åêòû ñâÿçàííûå ñ õàîòèçàöèè �àçîâîãîïîðòðåòà â îãðàíè÷åííîé çàäà÷å î âðàùåíèè òÿæåëîãî òâåð-äîãî òåëà ñ çàêðåïëåííîé òî÷êîé.æ) Óêàçàíû íîâûå èíòåãðàëû è ñîîòâåòñòâóþùèå àëãåáðû èíòå-ãðàëîâ â ðÿäå çàäà÷ íåáåñíîé ìåõàíèêè.ç) Ïðîâåäåíà ðåäóêöèÿ è äîêàçàíà íåèíòåãðèðóåìîñòü çàäà÷èäâóõ òåë íà ñ�åðå.è) �àçðàáîòàí íîâûé ìåòîä êîíñòðóêòèâíîãî ïîíèæåíèÿ ïîðÿä-êà äëÿ ñèñòåì òî÷å÷íûõ âèõðåé íà ïëîñêîñòè è ñ�åðå.ê) Èññëåäîâàí ïðîöåññ õàîòèçàöèè �àçîâîãî ïîòîêà â çàäà÷å îäâèæåíèè ÷åòûðåõ âèõðåé íà ïëîñêîñòè.



8 ë) Óêàçàíû íîâûå ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ â çàäà÷å î äâèæåíèèòðåõ è ÷åòûðåõ òî÷å÷íûõ âèõðåé íà ïëîñêîñòè.ì) Ïðåäëîæåíà íîâàÿ ìîäåëü òî÷å÷íîãî âèõðÿ íà ñ�åðå � àíòè-ïîäàëüíîãî âèõðÿ, ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé ñèñòåìó âèõðü +àíòèïîä, èìåþùèõ ðàâíûå ïî âåëè÷èíå, íî ïðîòèâîïîëîæíûåïî çíàêó èíòåí-ñèâíîñòè.í) Ïðîâåäåí ïîëíûé áè�óðêàöèîííûé àíàëèç çàäà÷è î äâèæå-íèè òðåõ àíòèïîäàëüíûõ âèõðåé.Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü.�àçðàáîòàííûé ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûìèññëåäîâàòåëüñêèì ñðåäñòâîì äëÿ èçó÷åíèÿ êîíå÷íîìåðíûõ äèíàìè÷å-ñêèõ ñèñòåì. Ïðèìåíåíèå äàííîãî êîìïëåêñà â íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèõêîëëåêòèâàõ ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü è óáûñòðèòü àíàëèç èñ-ñëåäóåìûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. �àçðàáîòàííûé ïðîãðàììíûé êîì-ïëåêñ óñïåøíî âíåäðåí â ó÷åáíûé ïðîöåññ Óä�Ó. Îí èñïîëüçóåòñÿ ïðèíàïèñàíèè êóðñîâûõ è äèïëîìíûõ ðàáîò, à òàêæå ïðè ÷òåíèè êóðñîâ ïîòåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêå íà �èçèêî-ýíåðãåòè÷åñêîì è ìàòåìàòè÷åñêîì�àêóëüòåòàõ Óä�Ó. Òàêæå äàííûé êîìïëåêñ àêòèâíî èñïîëüçóåòñÿ âíàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîé ðàáîòå ñîòðóäíèêîâ ÈÊÈ Óä�Ó, Èíñòèòóòàìàøèíîâåäåíèÿ èì. À. À. Áëàãîíðàâîâà �ÀÍ, Èíñòèòóòà Ìàòåìàòèêèè Ìåõàíèêè ÓðÎ �ÀÍ.Ñïåêòð çàäà÷ èññëåäóåìûõ ñ ïîìîùüþ êîìïëåêñà âàðüèðóåòñÿ îòñóãóáî òåîðåòè÷åñêèõ äî ïðèêëàäíûõ. Îí ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí âðàçëè÷íûõ êîíñòðóêòîðñêèõ áþðî äëÿ ïðîåêòèðîâàíèÿ è èññëåäîâà-íèÿ ðàçëè÷íûõ ñèñòåì äèíàìèêè òâåðäîãî òåëà, íåãîëîíîìíûõ ñèñòåìñâÿçàííûõ ñ àâòîìîáèëüíîé è ñïîðòèâíîé äèíàìèêîé. Òàêæå êîìïëåêñïîëåçåí ïðè èññëåäîâàíèè çàäà÷ íåáåñíîé ìåõàíèêè ñâÿçàííûõ ñ äâèæå-íèåì ñïóòíèêîâ çåìëè è ïðîáëåìàìè èõ óñòîé÷èâîñòè. Êðîìå òîãî, îíìîæåò îêàçàòü ñóùåñòâåííóþ ïîìîùü â ïðèêëàäíûõ èññëåäîâàíèÿõ âîáëàñòè ìåòåîðîëîãèè è îêåàíîëîãèè. È â ÷àñòíîñòè, ïðè èññëåäîâàíèèçàäà÷ âèõðåâîé äèíàìèêè ñâÿçàííûõ ñ ïðîáëåìàìè ïðîãíîçà ïîãîäû,èññëåäîâàíèÿ êðóïíûõ àòìîñ�åðíûõ îáðàçîâàíèé öèêëîíîâ, ñìåð÷åé,óðàãàíîâ.Ïîëó÷åííûå â õîäå àïðîáàöèè êîìïëåêñà íàó÷íûå ðåçóëüòàòû íî-ñÿò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð è ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â äàëüíåéøèõèññëåäîâàíèÿõ. �åçóëüòàòû âòîðîé ÷àñòè äèññåðòàöèè ìîãóò áûòü èñ-ïîëüçîâàíû ïðè èçó÷åíèè ñèñòåì ñ íåãîëîíîìíûìè ñâÿçÿìè, â ÷àñòíî-ñòè, ðàçëè÷íûõ çàäà÷ î êà÷åíèè òåë áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ, ñâÿçàííûõñ àâòîìîáèëüíîé è ñïîðòèâíîé äèíàìèêîé. �åçóëüòàòû òðåòüåé ÷àñòèìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû êàê ïðè èññëåäîâàíèè çàäà÷ íåáåñíîé ìåõà-



9íèêè (â òîì ÷èñëå â èñêðèâëåííîì ïðîñòðàíñòâå), òàê è â îáùåé òåîðèèèíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì. �åçóëüòàòû ÷åòâåðòîé ÷àñòè äèññåðòàöèè ìîãóòíàéòè ïðèìåíåíèå ïðè èññëåäîâàíèè ðàçëè÷íûõ çàäà÷ âèõðåâîé ãèäðî-äèíàìèêè, â ÷àñòíîñòè, ñâÿçàííûõ ñ ïðîáëåìàìè ïðîãíîçà ïîãîäû.Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ.Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû íåîäíîêðàòíî îáñóæäàëèñü íà ñåìè-íàðàõ Èíñòèòóòà êîìïüþòåðíûõ èññëåäîâàíèé Óä�Ó, Ìàòåìàòè÷åñêîãîèíñòèòóòà èì. Â. À. Ñòåêëîâà �ÀÍ, Èíñòèòóòà ìàøèíîâåäåíèÿ èì. À.À. Áëàãîíðàâîâà �ÀÍ, Èíñòèòóòà Ìàòåìàòèêè è Ìåõàíèêè ÓðÎ �ÀÍ,à òàêæå äîêëàäûâàëèñü íà ðîññèéñêèõ è ìåæäóíàðîäíûõ êîí�åðåíöè-ÿõ:
1) IX Ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè "Óñòîé÷èâîñòü, óïðàâëåíèå è äè-íàìèêà òâ¼ðäîãî òåëà", Äîíåöê, Óêðàèíà, 5�10 ñåíòÿáðÿ 2005 ã.
2) International workshopDynamial SystemMethods in Fluid Mehanis.Oberwolfah, Germany, 31 èþëÿ � 6 àâãóñòà 2005 ã.
3) IUTAM 2006, IUTAM Simposium on Hamiltonian Dynamis, VortexStrutures, Turbulene, Mosow, Russia, August 25�30 2006 ã.
4) Êîí�åðåíöèÿ "Êëàññè÷åñêèå çàäà÷è äèíàìèêè òâåðäîãî òåëà", ïî-ñâÿùåííàÿ 300-ëåòèþ Ýéëåðà (ÈÏÌÌ ÍÀÍÓ), Äîíåöê, Óêðàèíà,9�13 èþíÿ 2007
5) VI ìåæäóíàðîäíûé ñèìïîçèóì ïî êëàññè÷åñêîé è íåáåñíîé ìåõà-íèêå, Âåëèêèå Ëóêè, �îññèÿ, 1�6 àâãóñòà 2007 ãîäà
6) "Íàó÷íàÿ ñåññèÿ ÌÈÔÈ -2008", Ìîñêâà, ÌÈÔÈ, 21�27 ÿíâàðÿ2008ã.
7) Êîí�åðåíöèÿ "�åîìåòðèÿ, äèíàìèêà, èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû",Ìàòåìàòè÷åñêèé Èíñòèòóò íàóêè è èñêóññòâà, Áåëãðàä, Ñåðáèÿ,2�7 àâãóñòà 2008 ã.
8) Ñèìïîçèóì Ìåæäóíàðîäíîãî ñîþçà òåîðåòè÷åñêîé è ïðèêëàäíîéìåõàíèêè (IUTAM), 150 ëåò âèõðåâîé äèíàìèêå, Äàòñêèé Òåõíè-÷åñêèé Óíèâåðñèòåò, Êîïåíãàãåí, 12�16 îêòÿáðÿ 2008 ã.Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ, ïåðå-÷èñëåííûõ â êîíöå àâòîðå�åðàòà.Ïóáëèêàöèè.�åçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 24 ðàáîòàõ, èç íèõ 20 ñòà-òåé â íàó÷íûõ æóðíàëàõ ñïèñêà ÂÀÊ. Âñå ðåçóëüòàòû ñîâìåñòíûõ ñòà-òåé, âêëþ÷åííûå â äèññåðòàöèþ, ïîëó÷åíû ëè÷íî àâòîðîì.



10 Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû.Äèññåðòàöèÿ èçëîæåíà íà 294 ñòðàíèöàõ è ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,òðèíàäöàòè ãëàâ ðàçáèòûõ íà ÷åòûðå ÷àñòè, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà öè-òèðóåìîé ëèòåðàòóðû (212 íàèìåíîâàíèé).Ñîäåðæàíèå ðàáîòû.Âî ââåäåíèè îïèñàíà ïîñòàíîâêà çàäà÷è, à òàêæå êðàòêî èçëîæåíîñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè ïî ãëàâàì. Óêàçàíû öåëè äèññåðòàöèè, îñíîâ-íûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ, àêòóàëüíîñòü è íàó÷íàÿ íîâèçíà ðåçóëüòà-òîâ.Ïåðâàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà îïèñàíèþ ñîçäàííîãî êîì-ïüþòåðíîãî êîìïëåêñà ¾Êîìïüþòåðíàÿ äèíàìèêà¿. Çäåñü îïèñûâàþò-ñÿ îñíîâíûå èíñòðóìåíòû ïðåäîñòàâëÿåìûå ïîëüçîâàòåëþ è ñîîòâåò-ñòâóþùèå àëãîðèòìû. Èñïîëüçóåìûå â ïàêåòå ïðîãðàìì èíñòðóìåíòûìîæíî ðàçäåëèòü íà äâà òèïà: áàçîâûå è çàâèñèìûå. Áàçîâûìè èí-ñòðóìåíòû îòâå÷àþò çà ñîçäàíèå òî÷å÷íîãî îòîáðàæåíèÿ òîé èëè èíîéïðèðîäû. Ýòî ìîæåò áûòü ïðîñòîå òî÷å÷íîå îòîáðàæåíèå, îòîáðàæå-íèå Ïóàíêàðå èëè �àçîâûé ïîòîê. Âñå äðóãèå (çàâèñèìûå) èíñòðóìåí-òû êàê ïðàâèëî èñïîëüçóþòñÿ äëÿ èçó÷åíèÿ ïîëó÷èâøåãîñÿ òî÷å÷íîãîîòîáðàæåíèÿ. Â ï.1.1. îïèñàíû áàçîâûå èíñòðóìåíòû ãåíåðèðóþùèåòî÷å÷íîå îòîáðàæåíèå. Ñþäà âõîäÿò ïîñòðîåíèå äâóìåðíîãî èëè òðåõ-ìåðíîãî îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå, ïîñòðîåíèå �àçîâîãî ïîðòðåòà ñèñòåìñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû, ïîñòðîåíèå äâóìåðíûõ è òðåõìåðíûõ äèñ-êðåòíûõ îòîáðàæåíèé, çàäàííûõ àíàëèòè÷åñêè xn = f (xn−1).Â ðåçóëüòàòå ðàáîòû áàçîâûõ èíñòðóìåíòîâ ìû ïîëó÷àåì òî÷å÷íîåîòîáðàæåíèå òîãî èëè èíîãî âèäà. Äàëåå ïîëó÷èâøååñÿ îòîáðàæåíèåìîæåò áûòü èññëåäîâàíî ñ ïîìîùüþ äîïîëíèòåëüíûõ èíñòðóìåíòîâ,êîòîðûå îïèñàíû â ï.1.2
1) Ïîèñê íåïîäâèæíûõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ. Äàííûé èíñòðó-ìåíò ïîçâîëÿåò íàõîäèòü íåïîäâèæíûå òî÷êè (ïðîèçâîëüíîãî ïî-ðÿäêà) êàê äëÿ äâóõ, òàê è äëÿ òðåõìåðíûõ îòîáðàæåíèé. Íåïî-äâèæíûå òî÷êè îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìèðåøåíèÿìè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû è íåñóò âàæíóþ èí�îðìàöèþêàê î ëîêàëüíîì, òàê è î ãëîáàëüíîì ïîâåäåíèè ñèñòåìû.
2) Ïîñòðîåíèå ïîâåðõíîñòè z = |f(r)−r|.Êðîìå ïîèñêà íåïîäâèæ-íîé òî÷êè, ðàçðàáîòàííûé ïàêåò ïðîãðàìì ïðåäîñòàâëÿåò âîçìîæ-íîñòü ïîñòðîåíèÿ ïîâåðõíîñòè

z = |Mapn(x) − x| (1)



11äëÿ äâóìåðíûõ îòîáðàæåíèé. Íåïîäâèæíûå òî÷êè îòîáðàæåíèÿÿâëÿþòñÿ ìèíèìóìàìè ýòîé ïîâåðõíîñòè ñ íóëåâûìè çíà÷åíèÿìè z.Ïîñòðîåíèå äàííîé ïîâåðõíîñòè ïîìîãàåò ðàçîáðàòüñÿ â ïðè÷èíàõïðîáëåì ñ íàõîæäåíèåì íåïîäâèæíîé òî÷êè.
3) Ïîñòðîåíèå ñåïàðàòðèññ � íåóñòîé÷èâûõ èíâàðèàíòíûõ ìíî-ãîîáðàçèé ãèïåðáîëè÷åñêèõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê äâóìåðíûõ îòîá-ðàæåíèé. Àíàëèç ïîâåäåíèÿ ñåïàðàòðèññ â äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìåïîìîãàåò ñäåëàòü çàêëþ÷åíèå î õàîòè÷íîñòè (íåèíòåãðèðóåìîñòè)ñèñòåìû.
4) Ïðîäîëæåíèå íåïîäâèæíûõ òî÷åê ïî ïàðàìåòðó. Èíñòðó-ìåíò ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ñåìåéñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê îòîáðà-æåíèÿ ïðè èçìåíåíèè îäíîãî èç ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû.
5) Ïîñòðîåíèå äåðåâà áè�óðêàöèé óäâîåíèÿ ïåðèîäà. Äàííûéèíñòðóìåíò ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü êàñêàä áè�óðêàöèé óäâîåíèÿïåðèîäà íåïîäâèæíûõ òî÷åê äâóìåðíîãî îòîáðàæåíèÿ. Â êà÷åñòâåèñõîäíîé íåïîäâèæíîé òî÷êè ìîæåò ñëóæèòü ýëëèïòè÷åñêàÿ íåïî-äâèæíàÿ òî÷êà ëþáîãî ïåðèîäà. Â ïðîöåññå ðàáîòû èíñòðóìåíòàâ èí�îðìàöèîííîì îêíå âûâîäèòñÿ ïîäðîáíàÿ èí�îðìàöèÿ î áè-�óðêàöèÿõ íà îñíîâàíèè êîòîðîé ìîæíî âû÷èñëèòü óíèâåðñàëü-íûå êîíñòàíòû ñîîòâåòñòâóþùèå äàííîìó äåðåâó áè�óðêàöèé.
6) Ïîñòðîåíèå îáëàñòè âîçìîæíûõ äâèæåíèé. Äàííûé èíñòðó-ìåíò ïîçâîëÿåò ñòðîèòü îáëàñòè âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ äëÿ îòîá-ðàæåíèé Ïóàíêàðå äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Ïðè ïîñòðîåíèè èíñòðó-ìåíò òåñòèðóåò òî÷êè âèäèìîé ÷àñòè ïëîñêîñòè (ïðîñòðàíñòâà, âñëó÷àå 3D îòîáðàæåíèÿ) ñå÷åíèÿ íà âîçìîæíîñòü çàïóñêà òðàåê-òîðèè ñ òåêóùèìè çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ çàäà÷è è îòîáðàæåíèÿÏóàíêàðå. Â ñëó÷àå äâóìåðíûõ îòîáðàæåíèé äàííûé èíñòðóìåíòïîçâîëÿåò òàêæå ñòðîèòü äâóìåðíóþ ïîâåðõíîñòü ñå÷åíèÿ óðîâíÿýíåðãèè, êîòîðàÿ çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì H (p1, p2, q1, q2 = const) =

= E = const.
7) Ôóðüå àíàëèç òðàåêòîðèè. Äàííûé èíñòðóìåíò ïîçâîëÿåò ïîñòðî-èòü ñïåêòð Ôóðüå ðÿäà �óíêöèé, çàâèñÿùèõ îò �àçîâûõ ïåðåìåí-íûõ, ïðè äâèæåíèè ñèñòåìû âäîëü íåêîòîðîé �àçîâîé òðàåêòîðèè.
8) Âû÷èñëåíèå ìàêñèìàëüíîãî ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà. Äàííûéèíñòðóìåíò ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü ìàêñèìàëüíûé ïîêàçàòåëü Ëÿïó-íîâà (ÌÏË) äëÿ êîíêðåòíîé òðàåêòîðèè �àçîâîãî ïîòîêà äèíàìè-÷åñêîé ñèñòåìû. Íàïîìíèì, ÷òî ïîä ÌÏË ïîíèìàåòñÿ ìåðà åêñïî-



12 íåíöèàëüíîãî ðàñõîæäåíèÿ áëèçêèõ òðàåêòîðèé. Äëÿ âñåõ ðåãóëÿð-íûõ òðàåêòîðèé ÌÏË ïî îïðåäåëåíèþ ðàâåí íóëþ. Òàêèì îáðàçîì,âû÷èñëåíèÿ ÌÏË ìîæåò áûòü íåêîòîðûì òåñòîì íà õàîòè÷íîñòüòðàåêòîðèè.
9) Áè�óðêàöèîííûé àíàëèç. Äàííûé èíñòðóìåíò ïîçâîëÿåò ñòðî-èòü áè�óðêàöèîííûå äèàãðàììû íà ïëîñêîñòè ïåðâûõ èíòåãðàëîâñèñòåìû è ñòàâèòü ñîîòâåòñòâèå òåì èëè èíûì òðàåêòîðèÿì îòîá-ðàæåíèÿ òî÷êè ýòîé äèàãðàììû. Îòìåòèì, ÷òî ïîñòðîåíèå áè�óð-êàöèîííûõ äèàãðàì ñâÿçûâàíî ñ ïîëíîé êëàññè�èêàöèåé òèïîâäâèæåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, à òàêæå ñ èññëåäîâàíèåì óñòîé-÷èâîñòè ñåìåéñòâ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé.Êðîìå óæå îïèñàííûõ èíñòðóìåíòîâ èññëåäîâàíèÿ äèíàìè÷åñêèõñèñòåì, ðàçðàáîòàííûé ïàêåò ïðîãðàìì ïðåäîñòàâëÿåò âîçìîæíîñòüâûâîäèòü äîïîëíèòåëüíóþ èí�îðìàöèþ â ðåæèìå ðåàëüíîãî âðåìåíèïðè ðàáîòå èíñòðóìåíòîâ. Ïðè ýòîì êàê ïðàâèëî ñîçäàåòñÿ äîïîëíè-òåëüíîå ãðà�è÷åñêîå îêíî â êîòîðîì ïðîèñõîäèò �èëüòðàöèÿ ïîñòóïà-þùåé èç èíñòðóìåíòà èí�îðìàöèè è åå âûâîä. �àáîòà ïàêåòà îðãàíèçî-âàíà íà ìíîãîïîòî÷íîé îñíîâå, ÷òî ïîçâîëÿåò ñîçäàòü íåîãðàíè÷åííîå÷èñëî òàêèõ îêîí. Îïèñàíèþ òàêèõ �èëüòðîâ (ãðà�è÷åñêèõ îêîí) ïî-ñâÿùåí ï.1.3. äèññåðòàöèè.
1) Ïîñòðîåíèå ãðà�èêîâ �óíêöèé â çàâèñèìîñòè îò âðåìå-íè. Ôèëüòð ïðåäîñòàâëÿåò âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ äâóìåðíûõ èòðåõìåðíûõ ãðà�èêîâ �óíêöèé �àçîâûõ ïåðåìåííûõ ïðè äâèæå-íèè âäîëü òðàåêòîðèè îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå. Ïî êàæäîé èç êî-îðäèíàòíûõ îñåé ïðè ýòîì ìîæåò îòîáðàæàòüñÿ âûáðàííàÿ ïîëü-çîâàòåëåì �óíêöèÿ �àçîâûõ ïåðåìåííûõ è âðåìåíè.
2) Îêíî ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó. Äàííûé �èëüòð ïîçâîëÿåòñòðîèòü ãðà�èêè èçìåíåíèÿ ðàçëè÷íûõ õàðàêòåðèñòèê íåïîäâèæ-íûõ òî÷åê (íàïðèìåð, èõ êîîðäèíàò) ïðè ïðîäîëæåíèè ïî ïàðà-ìåòðó, è ïîñòðîåíèè äåðåâà áè�óðêàöèé óäâîåíèÿ ïåðèîäà.
3) Ïîñòðîåíèå ìóëüòèïëèêàòîðîâ íåïîäâèæíîé òî÷êè. Äàí-íûé �èëüòð ðåàëèçóåò âèçóàëèçàöèþ äâèæåíèÿ ìóëüòèïëèêàòîðîâíåïîäâèæíîé òî÷êè íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ïðè ïðîäîëæåíèèåå ïî ïàðàìåòðó. Ýòî, â ÷àñòíîñòè, ïîìîãàåò îïðåäåëèòü òèï áè-�óðêàöèè ïðè ïðîäîëæåíèè íåïîäâèæíîé òî÷êè ïî ïàðàìåòðó.
4) Ïîñòðîåíèå áè�óðêàöèîííûõ äèàãðàìì. Â îêíå äàííîãî�èëüòðà ñ ïîìîùüþ èíñòðóìåíòà Áè�óðêàöèîííûé àíàëèç ïðîèç-



13âîäèòñÿ ïîñòðîåíèå áè�óðêàöèîííûõ äèàãðàìì íà ïëîñêîñòè ïåð-âûõ èíòåãðàëîâ çàäà÷è. Êðîìå ýòîãî, â îêíå äàííîãî �èëüòðà êàæ-äîé òðàåêòîðèè îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèåòî÷êà íà ðàññìàòðèâàåìîé ïëîñêîñòè ïåðâûõ èíòåãðàëîâ.
5) Âèçóàëèçàöèÿ äâèæåíèÿ. Äëÿ âèçóàëèçàöèè äâèæåíèÿ êîí-êðåòíûõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì èñïîëüçóåòñÿ òðè òèïà âèçóàëèçà-òîðîâ: óíèâåðñàëüíûé 3D âèçóàëèçàòîð, âèçóàëèçàòîð âðàùåíèÿòâåðäîãî òåëà ñ çàêðåïëåííîé òî÷êîé è âèçóàëèçàòîð äëÿ òî÷å÷-íûõ ñèñòåì.Âòîðàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà ìåòîäàì ïðèìåíÿåìûìäëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåì äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ìîäóëüíàÿñòðóêòóðà ðàçðàáîòàííîãî ïàêåòà ïîçâîëÿåò äîñòàòî÷íî ïðîñòî ðàñøè-ðÿòü ñïåêòð ïðèìåíÿåìûõ ìåòîäîâ èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåì ïåðâîãî ïî-ðÿäêà

y′(x) = f(y, x), y ∈ R
n, x ∈ R.Íàìè èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî îäíîøàãîâûå ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ, ïî-ýòîìó âêëþ÷åíèå íîâîãî ìåòîäà â ïàêåò ñâîäèòñÿ �àêòè÷åñêè ê íàïè-ñàíèþ îäíîé ñòàíäàðòíîé �óíêöèè, ïîçâîëÿþùåé âû÷èñëèòü ñëåäóþ-ùåå çíà÷åíèå �àçîâîãî âåêòîðà yn+1 := y(xn+1) ïî åãî ïðåäûäóùåìóçíà÷åíèþ yn := y(xn). Â õîäå ïðîâåäåííûõ èññëåäîâàòåëüñêèõ ðàáîòïðèìåíÿëèñü ïðåèìóùåñòâåííî òðè èçâåñòíûõ ìåòîäà èíòåãðèðîâàíèÿ.

1) Ìåòîä �óíãå-Êóòòà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà. Ìåòîä �óíãå-Êóòòàèìåííî ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà íàèáîëåå ïðèìåíèì íà ïðàêòèêå,ïîñêîëüêó îáåñïå÷èâàåò ïðèåìëåìóþ òî÷íîñòü ñî ñðàâíèòåëüíîíåïëîõèì áûñòðîäåéñòâèåì: íà êàæäîì øàãå çíà÷åíèå ïðàâîé ÷à-ñòè f(x, y) âû÷èñëÿåòñÿ âñåãî ÷åòûðå ðàçà, òîãäà êàê, â ìåòîäàõáîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ (s > 4) ïðàâàÿ ÷àñòü âû÷èñëÿåòñÿ, âîîáùåãîâîðÿ, áîëåå, ÷åì s ðàç.
2) Ìåòîä Ìåðñîíà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà. Ìåòîä Ìåðñîíà [17, 16℄,èçâåñòíûé òàêæå êàê ìåòîä (�óíãå)-Êóòòà-Ìåðñîíà, � ïåðâûé èçòàê íàçûâàåìûõ âëîæåííûõ ìåòîäîâ �óíãå-Êóòòà. Îí ïîçâîëÿåòâûïîëíÿòü îöåíêó ïîãðåøíîñòè íà êàæäîì øàãå è, èñõîäÿ èç ýòîéîöåíêè, êîððåêòèðîâàòü âåëè÷èíó øàãà.
3) Ìåòîä Ýâåðõàðòà. Ìåòîä áûë ïðåäëîæåí Ý.Ýâåðõàðòîì [15℄ äëÿ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ îðáèò, è ïðîäåìîíñòðèðîâàë âûñîêóþý��åêòèâíîñòü â çàäà÷àõ êîìåòíîé äèíàìèêè. Áëàãîäàðÿ îðèãè-íàëüíîìó ïðåäñòàâëåíèþ âû÷èñëèòåëüíîé ñõåìû ìåòîä äàåò ðÿä



14 ïðåèìóùåñòâ ñ òî÷êè çðåíèÿ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ: 1) àëãî-ðèòì èíòåãðèðîâàíèÿ óíèâåðñàëåí äëÿ ëþáîãî ïîðÿäêà; 2) ìåòîäèìååò ïðîñòîé êðèòåðèé äëÿ âûáîðà øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ; à òàê-æå 3) â íåì ðåàëèçîâàí äîñòàòî÷íî òî÷íûé ïðåäèêòîð ðåøåíèÿ,÷òî ïîçâîëÿåò âûïîëíÿòü ÷èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå âñåãî ñ äâó-ìÿ èòåðàöèÿìè íà øàãå. Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ìåòîä Ýâåðõàðòàîñòàåòñÿ îäíèì èç ñàìûõ ïîïóëÿðíûõ èìåííî â ðåøåíèè çàäà÷ êàêíåáåñíîé ìåõàíèêè, òàê è âèõðåâîé äèíàìèêè.Â òðåòüåé ãëàâå ðàññìîòðåíà çàäà÷à î êà÷åíèè ïîëíîñòüþ äèíà-ìè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî øàðà (öåíòðàëüíûé òåíçîð èíåðöèè ÿâëÿåòñÿøàðîâûì I = µE) ïî ïðîèçâîëüíîé ïîâåðõíîñòè áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ.Êàê ïîêàçàë Ý.�àóñ â ñâîåì çíàìåíèòîì òðàêòàòå [12℄, â ñëó÷àå ïîâåðõ-íîñòè âðàùåíèÿ äàæå ïðè íàëè÷èè îñåñèììåòðè÷íûõ ïîòåíöèàëüíûõïîëåé çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé. Çäåñü ìû ïðèâîäèì áîëåå ïîë-íûé àíàëèç êàê ðåøåíèÿ �àóñà äëÿ òåëà âðàùåíèÿ, òàê è óêàçûâàåìíîâûå èíòåãðàëû äëÿ êà÷åíèÿ øàðà ïî íåñèììåòðè÷íûì ïîâåðõíîñòÿìâòîðîãî ïîðÿäêà.Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû â íåïîäâèæíîé ñè-ñòåìå êîîðäèíàò èìåþò âèä
mv̇ = N + F , (Iω). = a ×N + MF , (2)

�èñ. 1. Êà÷åíèå øàðà ïî ïî-âåðõíîñòè (G � öåíòð ìàññ,
Q � òî÷êà êîíòàêòà ñ ïîâåðõ-íîñòüþ)

à óñëîâèå îòñóòñòâèÿ ïðîñêàëüçûâàíèÿ(ñêîðîñòü òî÷êè êîíòàêòà ðàâíà íóëþ) �
v + ω × a = 0. (3)Çäåñü m � ìàññà øàðà, v � ñêîðîñòüåãî öåíòðà ìàññ, ω � óãëîâàÿ ñêîðîñòü,

I = µE (øàðîâîé) öåíòðàëüíûé òåíçîðèíåðöèè, a � âåêòîð èç öåíòðà ìàññ âòî÷êó êîíòàêòà, R � ðàäèóñ øàðà, N �ðåàêöèÿ â òî÷êå êîíòàêòà (ñì. ðèñ. 1), F ,
MF � âíåøíÿÿ ñèëà è ìîìåíò ñèë îòíî-ñèòåëüíî òî÷êè êîíòàêòà ñîîòâåòñòâåí-íî. Èñêëþ÷àÿ èç ýòèõ óðàâíåíèé ðåàê-öèþ N , ïîëó÷àåì ñèñòåìó øåñòè óðàâíåíèé, îïèñûâàþùóþ äèíàìèêóâåêòîðà êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà îòíîñèòåëüíî òî÷êè êîíòàêòàM è âåê-òîðà íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè γ = −R−1a :

Ṁ = Dγ̇ × (ω × γ) + MF , ṙ +Rγ̇ = ω ×Rγ, (4)



15ãäå D = mR2. Çäåñü âåêòîðû ω è r (ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè êîíòàêòà)íåîáõîäèìî âûðàçèòü èç ñîîòíîøåíèé
M = µω +Dγ × (ω × γ), γ =

∇F (r)

|∇F (r)| , (5)

F (r) = 0 � óðàâíåíèå, çàäàþùåå íåïîäâèæíóþ ïîâåðõíîñòü, ïî êîòî-ðîé êàòèòñÿ øàð.Óðàâíåíèÿ (4) â ñëó÷àå ïîòåíöèàëüíîãî ïîëÿ ñ ïîòåíöèàëîì U(r +
+Rγ) îáëàäàþò èíòåãðàëàìè ýíåðãèè è ãåîìåòðè÷åñêèì èíòåãðàëîì

H = 1
2
(M ,ω) + U(r +Rγ), F1 = γ2 = 1. (6)Êðîìå ýòèõ äâóõ èíòåãðàëîâ â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé ïîâåðõíîñòè

F (r) = 0 ñèñòåìà (4) íå îáëàäàåò íè ìåðîé, íè äâóìÿ äîïîëíèòåëü-íûìè èíòåãðàëàìè, íåîáõîäèìûìè äëÿ èíòåãðèðóåìîñòè ïî òåîðèè ïî-ñëåäíåãî ìíîæèòåëÿ (òåîðèè Ýéëåðà�ßêîáè). Åå ïîâåäåíèå ÿâëÿåòñÿõàîòè÷åñêèì.Â ï. 3.3. èññëåäóåòñÿ Äâèæåíèå øàðà ïî ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ.Óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ â àáñîëþòíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ìî-æåò áûòü çàäàíî â �îðìå
r1 = (f(γ3) −R)γ1, r2 = (f(γ3) −R)γ2,

r3 =

∫ (
f(γ3) −

1 − γ2
3

γ3
f ′(γ3)

)
dγ3 −Rγ3,

(7)ãäå f(γ3) � íåêîòîðàÿ �óíêöèÿ, çàäàþùàÿ ïàðàìåòðèçàöèþ ïîâåðõ-íîñòè. Âûáîð ïàðàìåòðèçàöèè (7) ñâÿçàíî ñ íàèáîëåå ïðîñòûì âèäîìïðèâåäåííîé ñèñòåìû.Ïîñëå ðåäóêöèè ïî ïîëÿì ñèììåòðèè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñâîäÿò-ñÿ ê íåàâòîíîìíîé ñèñòåìå äâóõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ íåçàâèñèìîéïåðåìåííîé γ3

dK1

dγ3
=
f ′

γ3
K2+

(
1− f

R

)
gµΩ,

dK2

dγ3
= D
µ+D

(
1
f
K1−γ3

(
1− g

R

)
µΩ
)
. (8)Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (8) âñåãäà îáëàäàåò äâóìÿ ëèíåéíûìèïî K1, K2 èíòåãðàëàìè, êîý��èöèåíòû êîòîðûõ �óíêöèè îò γ3, â îá-ùåì ñëó÷àå íå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû â ÿâíîì (àëãåáðàè÷åñêîì) âèäå.Äàëåå â ýòîì ïóíêòå èññëåäóþòñÿ ðàçëè÷íûå ÷àñòíûå ñëó÷àè êà-÷åíèÿ øàðà ïî ïîâåðõíîñòÿì âðàùåíèÿ - êà÷åíèå ïî ýëëèïñîèäó è ïà-ðàáîëîèäó âðàùåíèÿ, êðóãîâûì êîíóñó è öèëèíäðó. Â ÷àñòíîñòè äëÿ



16óêàçàííûõ ïîâåðõíîñòåé óêàçàíû èíâàðèàíòíàÿ ìåðà è èíòåãðàëû äâè-æåíèÿ â àëãåáðàè÷åñêîì âèäå.Â ï. 3.4. ðàññìîòðåíî Êà÷åíèå øàðà ïî ïîâåðõíîñòÿì âòîðîãî ïî-ðÿäêà. Ïðè ýòîì ïîëàãàåòñÿ, ÷òî åãî öåíòð ìàññ äâèæåòñÿ ïî ïîâåðõ-íîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà
(
r +Rγ,B−1(r +Rγ)

)
= 1, B = diag(b1, b2, b3). (9)Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå ïðè ïðîèçâîëüíîé(íåâûðîæäåííîé) ìàòðèöå B îáëàäàþò èíâàðèàíòíîé ìåðîé è êâàäðà-òè÷íûì èíòåãðàëîì, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþòñÿ â �îðìå

ρ = (γ,Bγ)−2,

F2 =
(γ ×M ,B−1(γ ×M ))

(γ,Bγ)
.

(10)Îòìåòèì, ÷òî èíòåãðàë äâèæåíèÿ áûë ïåðâîíà÷àëüíî íàéäåí ÷èñ-ëåííî ïðè èñïîëüçîâàíèè òðåõìåðíîãî îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå. Íàðèñ. 2 ïîêàçàí ïðèìåð òàêîãî òðåõìåðíîãî ñå÷åíèÿ �àçîâîãî ïîòîêàíà óðîâíå ýíåðãèè E = const. Êàê âèäíî, óðîâíè èíòåãðàëà F2 = const¾ðàññëàèâàþò¿ òðåõìåðíûé õàîñ íà äâóìåðíûå õàîòè÷åñêèå ïîâåðõíî-ñòè. Ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâî, ò. å. íàëè÷èå õàîòè÷åñêèõ äâèæåíèé íàäâóìåðíûõ ïîâåðõíîñòÿõ F2 = const ïîêàçûâàåò òàêæå, ÷òî åùå îä-íîãî äîïîëíèòåëüíîãî íåçàâèñèìîãî èíòåãðàëà, îáåñïå÷èâàþùåãî óæåïîëíóþ èíòåãðèðóåìîñòü â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå çàâåäîìî íå ñóùå-ñòâóåò.
�èñ. 2. Ïðèìåð òðåõìåðíîãî îòîáðàæåíèÿ (ñëåâà) è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîâåðõ-íîñòü óðîâíÿ èíòåãðàëà F2 (ñïðàâà).Äàëåå â ýòîé æå ãëàâå ðàññìîòðåíî êà÷åíèå øàðà ïî ïðîèçâîëüíîéöèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñâî-



17äÿòñÿ ê íåàâòîíîìíîé ñèñòåìå ñ 2π-ïåðèîäè÷åñêèìè êîý��èöèåíòàìè
dK1

dϕ
= − µ

µ+D
K2,

dK2

dϕ
= K1 −Q(ϕ)U ′(z),

dz
dϕ

=
Q(ϕ)

µ+D
K2

(11)ñ èíòåãðàëîì ýíåðãèè̃
H = 1

2

(K2
1
µ +

K2
2

µ+D

)
+ U(z). (12)Íà îñíîâå Ôóðüå àíàëèçà äàííîé ñèñòåìû áûëî ñ�îðìóëèðîâàíî ñëå-äóþùåå óòâåðæäåíèå.Ïðè êà÷åíèè øàðà ïî àáñîëþòíî øåðîõîâàòîé öèëèíäðè÷åñêîé ïî-âåðõíîñòè ñ ïðîèçâîëüíûì ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì â ïîëå òÿæåñòè íåíàáëþäàåòñÿ âåðòèêàëüíîãî âåêîâîãî óõîäà.Â ÷åòâåðòîé ãëàâå äèññåðòàöèè ïîäðîáíî ðàññìîòðåíà çàäà÷à îäâèæåíèè øàðà ïî ïîâåðõíîñòè íåñèììåòðè÷íîãî ïàðàáîëîèäà â ïîëåòÿæåñòè. Ïðè ýòîì ðàññìàòðèâàåòñÿ íåãîëîíîìíàÿ ìîäåëü äâèæåíèÿøàðà (èëè êà÷åíèå áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ).Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ êà÷åíèÿ øàðà â ïîëå òÿæåñòè ïî ïàðàáîëîè-äó ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

(µ+mR2)ω̇ = mR2(ω,γ)γ̇ + MF , ẋ = ω ×Rγ. (13)Çäåñü m � ìàññà øàðà, v = ẋ � ñêîðîñòü åãî öåíòðà ìàññ, ω � óãëî-âàÿ ñêîðîñòü, I = µE � (øàðîâîé) öåíòðàëüíûé òåíçîð èíåðöèè, a �âåêòîð èç öåíòðà ìàññ â òî÷êó êîíòàêòà, R � ðàäèóñ øàðà, F , MF �âíåøíÿÿ ñèëà è ìîìåíò âíåøíèõ ñèë îòíîñèòåëüíî òî÷êè êîíòàêòà ñî-îòâåòñòâåííî. Â ñëó÷àå ïîòåíöèàëüíûõ ñèë ìîìåíò MF âûðàæàåòñÿ÷åðåç ïîòåíöèàë U(x ), çàâèñÿùèé îò ïîëîæåíèÿ öåíòðà ìàññ øàðà, ïî�îðìóëå MF = ∂U
∂x

× a . Âåêòîð γ çäåñü îïðåäåëÿåò íîðìàëü ê ïîâåðõ-íîñòè â òî÷êå êîíòàêòà è çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì
γ =

∇Φ(x )

|∇Φ(x )| , (14)ãäå, óðàâíåíèå
Φ(x ) = (x , Bx ) − 2x3 = 0, B = diag(1/p, 1/q, 0) (15)çàäàåò ïîâåðõíîñòü, ïî êîòîðîé äâèæåòñÿ öåíòð ìàññ øàðà.



18 Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî êðîìå î÷åâèäíûõ èíòåãðàëà ýíåðãèè è ãåîìåòðè-÷åñêîãî èíòåãðàëà
H = 1

2
(M ,ω) + U(x ) = h = const, Φ(x ) = 0, (16)ñóùåñòâóåò åùå îäèí èíòåãðàë äâèæåíèÿ

F = (γ × ω, B(γ × ω))|∇Φ(x )|2 − 4mg

µ+mR2
(x ,B2x ). (17)Äàííûé èíòåãðàë îáîáùàåò èíòåãðàë äâèæåíèÿ â çàäà÷å î êà÷åíèè øà-ðà ïî ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà áåç äåéñòâèÿ âíåøíèõ ïîëåé.Äàëåå â ýòîé ãëàâå èññëåäóåòñÿ âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè ñòàöèî-íàðíûõ âðàùåíèé øàðà íà (èëè â) âåðøèíå ïàðàáîëîèäà. Ñ ïîìîùüþìåòîäà íîðìàëèçàöèè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû âáëèçè ïåðèîäè÷åñêîãîðåøåíèÿ è ïðèìåíåíèÿ ÊÀÌ-òåîðèè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

1) p > 0 è q > 0 (âðàùåíèå øàðà â íàèíèçøåé òî÷êå). Â ýòîì ñëó÷àåâðàùåíèå øàðà â òî÷êå ìèíèìóìà ïàðàáîëîèäà ÿâëÿåòñÿ óñòîé-÷èâûì êàê â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè, òàê è â ïîëíîé íåëèíåéíîéïîñòàíîâêå ïðè ëþáûõ óãëîâûõ ñêîðîñòÿõ.
2) pq < 0 (âðàùåíèå øàðà â ñåäëîâîé òî÷êå ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïàðà-áîëîèäà). Âðàùåíèå øàðà â ñåäëîâîé òî÷êå ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïà-ðàáîëîèäà ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì êàê â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè,òàê è â ïîëíîé íåëèíåéíîé ïîñòàíîâêå.
3) p < 0 è q < 0 (âðàùåíèå øàðà íà âåðøèíå ïàðàáîëîèäà). Â ýòîìñëó÷àå âðàùåíèå øàðà óñòîé÷èâî â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ïðèâûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà.

µ2Ω2 > mg(µ+D)(
√
|p| +

√
|q|)2. (18)Â îáëàñòè ëèíåéíîé óñòîé÷èâîñòè âðàùåíèÿ ÿâëÿþòñÿ òàêæåóñòîé÷èâûìè ïî Ëÿïóíîâó çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àåâ, êîãäà ïàðà-ìåòðû çàäà÷è óäîâëåòâîðÿþò îäíîìó èç ðàâåíñòâ D1 = 0, m1u +

+m2v = 0 ïðè |m1| + |m2| < 4, ãäå
D1 = 1

2

uvk5

2k5

1

�

3u2v2
�

−k4

2 − k4

1 + α(k2

1 − k2

2)
2
�

+ 2k2

2k2

1

�

(u2 + v2)2 − v2u2
��

(u2
− v2)4

,



19à âåëè÷èíû u, v, k1 è k2 ïàðàìåòðèçóþò èñõîäíûå ïàðàìåòðû ñè-ñòåìû ñëåäóþùèì îáðàçîì
p = −k2

1, q = −k2
2 ,

µ

µ+D
= α,

mg

µ+D
= uv
k1k2

,
µ2Ω2

(µ+D)2
= u2 + v2 +

k2
1 + k2

2

k1k2
uv.

(19)Äàëåå â ýòîé æå ãëàâå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëè-ðîâàíèÿ çàäà÷è ïðè ïîìîùè ïîñòðîåíèÿ îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå. Íàðèñ. 3 ïîêàçàíî òðåõìåðíîå îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå ïðè çíà÷åíèÿõ èí-òåãðàëà ýíåðãèè E = 50, äîïîëíèòåëüíîãî èíòåãðàëà F = 20 è ïðèïàðàìåòðàõ çàäà÷è p = 1, q = 10, m = 1, g = 1, D = 1, R = 0.1. �å-çóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî åùå îäíîãî äîïîëíèòåëüíîãîèíòåãðàëà íå ñóùåñòâóåò è çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ íåèíòåãðèðóåìîé.

�èñ. 3. Ñå÷åíèå Ïóàíêàðå íåâîçìó-ùåííîé çàäà÷è. �èñ. 4. Ñå÷åíèå Ïóàíêàðå âîçìó-ùåííîé çàäà÷è.Òàêæå èññëåäóåòñÿ âëèÿíèå âîçìóùåíèÿ ïîâåðõíîñòè íà ñóùåñòâî-âàíèå èíâàðèàíòîâ ñèñòåìû Â ÷àñòíîñòè ïîêàçàíî, ÷òî ïðè âîçìóùåíèèïîâåðõíîñòè â âèäà x3 = 1
2
(x,Bx) + 1

3
(Λ111x

3
1 + Λ112x

2
1x2 + Λ122x1x

2
2 +

+ Λ222x
3
2), ãäå Λijk, i, j, k = 1, 2, � êîý��èöèåíòû, çàäàþùèå îòêëîíå-íèå ïîâåðõíîñòè îò ïàðàáîëîèäàëüíîé, èíòåãðàë (17) íå ñîõðàíÿåòñÿ, àïðè áîëüøèõ âîçìóùåíèÿõ ïîâåðõíîñòè Äèíàìèêà ñèñòåìû ïðèíèìàåòÿðêî âûðàæåííûé äèññèïàòèâíûé õàðàêòåð (ðèñ. 4).Ïÿòàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà äèíàìèêå êåëüòñêîãî êàìíÿ,



20ìîäåëèðóåìîãî òÿæåëûì óðàâíîâåøåííûì ýëëèïñîèäîì âðàùåíèÿ, êà-òÿùèìñÿ áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ ïî ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè. Ïðè ýòîìöåíòðàëüíûé ýëëèïñîèä èíåðöèè òîæå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýëëèïñîèäâðàùåíèÿ. Ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èìåþò âèä [5℄
{

Ṁ = M × ω +mṙ × (ω × r) +mgr,
γ̇ = γ × ω.

(20)Â ñèñòåìå (20) ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: M � âåêòîð êèíå-òè÷åñêîãî ìîìåíòà îòíîñèòåëüíî òî÷êè êîíòàêòà, ω � âåêòîð óãëîâîéñêîðîñòè, γ � åäèíè÷íûé îðò âåðòèêàëè, r � ðàäèóñ�âåêòîð, ñîåäè-íÿþùèé öåíòð ýëëèïñîèäà ñ òî÷êîé êîíòàêòà, g � óñêîðåíèå ñâîáîä-íîãî ïàäåíèÿ, m � ìàññà òåëà. Âñå óêàçàííûå âåêòîðû ðàññìàòðèâà-þòñÿ â ñèñòåìå êîîðäèíàò æåñòêî ñâÿçàííîé ñ òåëîì, îñè êîòîðîé ñîâ-ïàäàþò ñ ãëàâíûìè îñÿìè èíåðöèè òåëà. Èçâåñòíî, ÷òî M = Iω +
+ mr × (ω × r), ãäå I = diag(I1, I2, I1) � öåíòðàëüíûé òåíçîð èíåð-öèè. Óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè ýëëèïñîèäà â ãëàâíûõ öåíòðàëüíûõ îñÿõèìååò âèä (r, B−1r) = 1, ãäå B = QTB0Q. Ïðè ýòîì ìàòðèöà B0 =
= diag(b21, b

2
2, b

2
1) îáðàçîâàíà èç êâàäðàòîâ âåëè÷èí ïîëóîñåé ýëëèïñîè-äà bi, à ìàòðèöà Q =

0

@

cos α sinα 0

− sinα cos α 0

0 0 1

1

A çàäàåò ïîâîðîò ãåîìåòðè÷åñêèõîñåé îòíîñèòåëüíî îñåé èíåðöèè íà óãîë α. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî r =

=
Bγ

p

(γ, Bγ)
.Óðàâíåíèÿ (20) îáëàäàþò èíòåãðàëîì ýíåðãèè è ãåîìåòðè÷åñêèìèíòåãðàëîì

H = 1
2
(M ,ω) −mg(r,γ),

(γ,γ) = 1.
(21)Óðàâíåíèÿ (20) äîïóñêàþò ÷àñòíûå ðåøåíèÿ òèïà âåðòèêàëüíûõïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèÿì

{
γ × ω = 0,

M × ω +mgr × γ = 0.
(22)�àçëè÷íûì ðåøåíèÿì ñèñòåìû (22) ñîîòâåòñòâóþò ïÿòü ðàçëè÷íûõ ñå-ìåéñòâ ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé. Íàèáîëåå èíòåðåñíûìè ñ òî÷êè çðå-íèÿ äèíàìèêè ÿâëÿþòñÿ âðàùåíèÿ, êîãäà îñü âðàùåíèÿ ëåæèò âäîëüîäíîé èç ãëàâíûõ îñåé èíåðöèè γ = (1, 0, 0), γ = (0, 1, 0), γ = (0, 0, 1).Ïðè ýòîì óãëîâàÿ ñêîðîñòü Ω âðàùåíèÿ ïðîèçâîëüíà è ÿâëÿåòñÿ ïàðà-ìåòðîì ñåìåéñòâà. Ñ ïîìîùüþ êðèòåðèÿ �àóñà��óðâèöà íåñëîæíî ïî-



21ëó÷èòü ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ëèíåéíîé óñòîé÷èâîñòè ðàññìàòðèâàåìûõïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé
b2 > b1, I2 < I1,

Ω sin2 α < 0.
(23)Ïåðâûå äâà óñëîâèÿ íàêëàäûâàþò îãðàíè÷åíèÿ íà ãåîìåòðèþ è ðàñïðå-äåëåíèå ìàññ òåëà. Òðåòüå óñëîâèå ïðèâîäèò ê âûâîäó, ÷òî âðàùåíèå âîäíó ñòîðîíó óñòîé÷èâî, à â ïðîòèâîïîëîæíóþ � íåò. Â çàâèñèìîñòè îòóñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè âðàùåíèé ïðè ìàëûõ ýíåðãèÿõ ìîæíîíàáëþäàòü ñëåäóþùèå òèïû äâèæåíèé êåëüòñêîãî êàìíÿ:à) çàêðó÷åííîå òåëî èñïûòûâàåò ñíà÷àëà ðåâåðñ (òî åñòü ìåíÿåòñÿíàïðàâëåíèå âðàùåíèÿ), çàòåì ïåðåâîðîò è ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòüïîâòîðÿåòñÿ íåîäíîêðàòíî.á) òåëî èñïûòûâàåò îäíîêðàòíûé ðåâåðñ è ñòðåìèòñÿ ê óñòîé÷èâîìóïåðìàíåíòíîìó âðàùåíèþ êàê â îáû÷íîé ìîäåëè ïàðàáîëîèäà [2℄.â) òåëî èñïûòûâàåò ìíîãîêðàòíûé ïåðåâîðîò.Ñèòóàöèè à) è â) ðåàëèçóþòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà âñå ðàññìàòðèâàåìûå âðà-ùåíèÿ íåóñòîé÷èâû, òî åñòü êîãäà íàðóøåíû ïåðâûå äâà íåðàâåíñòâàñèñòåìû (23). Ñèòóàöèÿ á) ðåàëèçóåòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà äâà èç ÷åòûðåõðàññìàòðèâàåìûõ âðàùåíèé ÿâëÿþòñÿ óñòîé÷èâûìè.

�èñ. 5. Ñå÷åíèå Ïóàíêàðå ïðè ñëåäóþùèõ ïàðàìåòðàõ ñèñòåìû I =

= diag(2.5, 0.5, 2.5), B0 = diag(1, 25, 1), m = 1, g = 980, α = 0.08 ðàä.,
E = 3000.



22 Äàëåå â ýòîé ãëàâå ïðèâîäèòñÿ òðåõìåðíîå îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðåðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû (ðèñ. 5). Íàëè÷èå õàîòè÷åñêèõ îáëàñòåé íàîòîáðàæåíèè ñâèäåòåëüñòâóåò î íåèíòåãðèðóåìîñòè óðàâíåíèé (20).Â øåñòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î êà÷åíèè òÿæåëîãî äè-íàìè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî êðóãëîãî äèñêà ïî ãîðèçîíòàëüíîé àáñîëþò-íî øåðîõîâàòîé ïëîñêîñòè. Èíòåãðèðóåìîñòü äàííîé çàäà÷è âïåðâûåáûëà óñòàíîâëåíà Ñ.À.×àïëûãèíûì (1897), êîòîðûé ñâåë åå ê àíàëèçóãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ êâàäðàòóð [13℄. Îäíàêî, íåñìîòðÿ íà ÿâíûå ãè-ïåðãåîìåòðè÷åñêèå êâàäðàòóðû, âîïðîñ î ðàçëè÷íûõ ñâîéñòâàõ äâèæå-íèÿ äèñêà äîëãîå âðåìÿ ïðàêòè÷åñêè íå ðàññìàòðèâàëñÿ � èçó÷àëèñüâ îñíîâíîì ñòàöèîíàðíûå äâèæåíèÿ è èõ óñòîé÷èâîñòü. Îáùèå ðåçóëü-òàòû êà÷åñòâåííîãî àíàëèçà î êà÷åíèè òÿæåëîãî òåëà âðàùåíèÿ ïîëó-÷åíû â ðàáîòå Í.Ê.Ìîùóêà [11℄. Â íåé âûïîëíåí ÷àñòîòíûé àíàëèç,îáñóæäàåòñÿ ïðèìåíåíèå ÊÀÌ-òåîðèè, à òàêæå ïîëó÷åíû îñíîâíûå êà-÷åñòâåííûå ñâîéñòâà äëÿ äâèæåíèÿ òî÷êè êîíòàêòà. Â ýòîé ðàáîòå ìûðàçâèâàåì ýòè êà÷åñòâåííûå ñîîáðàæåíèÿ è äîïîëíÿåì èõ êîìïüþòåð-íûì àíàëèçîì.Â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ óäîáíî çàïèñû-âàòü â ñèñòåìå êîîðäèíàò, æåñòêî ñâÿçàííîé ñ òåëîì, îñè êîòîðîé íà-ïðàâëåíû âäîëü ãëàâíûõ îñåé èíåðöèè òåëà, à íà÷àëî íàõîäèòñÿ â öåí-òðå ìàññ
Ṁ = M × ω +mṙ × (ω × r) +mgr × γ,

γ̇ = γ × ω.
(24)Çäåñü ω � óãëîâàÿ ñêîðîñòü òåëà, m � ìàññà äèñêà r � âåêòîð íà-ïðàâëåííûé èç öåíòðà ìàññ â òî÷êó êîíòàêòà, γ � íåïîäâèæíûé îðòâåðòèêàëè â ïðîåêöèè íà ïîäâèæíûå îñè, à M � âåêòîð êèíåòè÷åñêîãîìîìåíòà îòíîñèòåëüíî òî÷êè êîíòàêòà ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç óãëîâóþñêîðîñòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

M = Iω +mr × (ω × r), (25)ãäå I = diag(I1, I2, I3) � òåíçîð èíåðöèè òåëà. Â ñâîþ î÷åðåäü r äëÿäèñêà ðàäèóñà R ìîæåò áûòü îäíîçíà÷íî âûðàæåí ÷åðåç íîðìàëü êïëîñêîñòè γ ñëåäóþùèì îáðàçîì
r1 = − Rγ1√

1 − γ2
3

, r2 = − Rγ2√
1 − γ2

3

, r3 = 0. (26)Ñèñòåìà (24) äîïóñêàåò äâà íåçàâèñèìûõ èíòåãðàëà äâèæåíèÿ �òðèâèàëüíûé ãåîìåòðè÷åñêèå èíòåãðàë γ2 = 1 è èíòåãðàë ýíåðãèè
H = 1

2
(M , ω) + U(γ), U = −mg(r , γ) = mgR

√
1 − γ2

3 . (27)



23Êðîìå ýòîãî óðàâíåíèÿ (24) äîïóñêàþò ñòàíäàðòíóþ (ñ ïîñòîÿííîéïëîòíîñòüþ) èíâàðèàíòíóþ ìåðó. Äëÿ èíòåãðèðóåìîñòè ýòèõ óðàâíå-íèé (ïî Ýéëåðó-ßêîáè [8℄) íåäîñòàåò åùå äâóõ èíòåãðàëîâ C1 è C2.Äàëåå â ãëàâå ïðèâîäèòñÿ ðåäóêöèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ èñïîëü-çóþùàÿ ñèììåòðèè ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû. Ïîñëå ðåäóêöèè ìû ïî-ëó÷àåì ñèñòåìó ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû
θ̇2 = 2 sin2 θ(I1 +mR2)P (θ),

P (θ) = h− K2
1

2I1 sin2 θ
− 1

2

K2
2

I1
−mgR sin θ,

(28)ãäå ïåðåìåííûå K1, K2 ëèíåéíî çàâèñÿò îò çíà÷åíèé ïåðâûõ èíòåãðà-ëîâ äâèæåíèÿ C1 è C2, à êîý��èöèåíòû ïðè èíòåãðàëàõ âûðàæàþò-ñÿ ÷åðåç óãîë θ ñ ïîìîùüþ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ �óíêöèé. Ôóíêöèÿ
P (θ) â (28) (çàâèñÿùàÿ îò êîíñòàíò èíòåãðàëîâ) çàäàåò àíàëîã ãèðî-ñêîïè÷åñêîé �óíêöèè äëÿ âîë÷êà Ëàãðàíæà [10, 4℄. Íà åå îñíîâå äàëååâ ñòàòüå âûïîëíÿåòñÿ áè�óðêàöèîííûé àíàëèç è êëàññè�èêàöèÿ âîç-ìîæíûõ òèïîâ äâèæåíèÿ äèñêà. Ââèäó òîãî ÷òî ñèñòåìà (24) îáëàäàåòòðåìÿ ïåðâûìè èíòåãðàëàìè (H , C1 è C2) ïîâåðõíîñòü ðåãóëÿðíûõ ïðå-öåññèé, çàäàâàåìàÿ óðàâíåíèÿìè

P (θ) = 0,
dP (θ)

dθ
= 0, (29)ÿâëÿåòñÿ òðåõìåðíîé (ðèñ. 6). Ñëîæíîñòü àíàëèçà äàííîé ñèñòåìû òàê-æå ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî èíòåãðàëû äâèæåíèÿ íå âûðàæàþòñÿ â ýëåìåí-òàðíûõ �óíêöèÿõ (à ëèøü â ñïåöèàëüíûõ), è ñèñòåìà íå èìååò åñòå-ñòâåííîãî ãàìèëüòîíîâà îïèñàíèÿ.Äàëåå â ãëàâå ïðèâîäèòñÿ ïîëíûé àòëàñ ñå÷åíèé ïîâåðõíîñòè ðå-ãóëÿðíûõ ïðåöåññèé (áè�óðêàöèîííûõ äèàãðàìì) ïëîñêîñòÿìè C1 +

+C2 = const è C1 −C2 = const. À òàêæå èññëåäóåòñÿ âîïðîñ îá îãðàíè-÷åííîñòè òðàåêòîðèè òî÷êè êîíòàêòà ïðè ðàçëè÷íûõ òèïàõ äâèæåíèÿäèñêà. Â ÷àñòíîñòè ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ïî÷òè âñåõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé(çà èñêëþ÷åíèåì íåêîòîðîãî äâóìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ â ïðîñòðàíñòâåïåðâûõ èíòåãðàëîâ) òðàåêòîðèè äèñêà ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åííûìè.Ñåäüìàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà ïîèñêó è èññëåäîâàíèþïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé â çàäà÷å î äâèæåíèè òÿæåëîãî òâåðäîãî òåëàñ çàêðåïëåííîé òî÷êîé. Çäåñü è äàëåå ïîä ïåðèîäè÷åñêèìè ðåøåíèÿ-ìè ìû ïîäðàçóìåâàåì ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ ïðèâåäåííîé ñèñòåìû,îïèñûâàþùåé äèíàìèêó â ñâÿçàííîé ñ òåëîì ñèñòåìå êîîðäèíàò. Êàêèçâåñòíî èç êëàññè÷åñêîé äèíàìèêè òâåðäîãî òåëà, òàêîé ïðèâåäåííîé
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�èñ. 6. Ïîâåðõíîñòü ðåãóëÿðíûõ ïðåöåññèé.ñèñòåìîé ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ Ýéëåðà-Ïóàññîíà. Äâèæåíèÿ òâåðäîãîòåëà ïåðèîäè÷åñêèå íå òîëüêî â ñèñòåìå êîîðäèíàò ñâÿçàííîé ñ òåëîì,íî è â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, ìû áóäåì íàçûâàòü ïåðèîäè÷å-ñêèìè â àáñîëþòíîì ïðîñòðàíñòâå.Íåñìîòðÿ íà áîëüøîå ìíîãîîáðàçèå ìåòîäîâ ïîèñêà è èññëåäîâàíèÿïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé, áîëüøèíñòâî èç íèõ ïðèìåíèìû ëèáî â èíòå-ãðèðóåìûõ ñèñòåìàõ, ëèáî â ñèñòåìàõ áëèçêèõ ê èíòåãðèðóåìûì. Òàêèìîáðàçîì, ïðàêòè÷åñêè ïîëíîñòüþ îñòàåòñÿ íå èññëåäîâàííûì âîïðîñ îïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèÿõ âäàëè îò èíòåãðèðóåìûõ ñëó÷àåâ. Äîñòàòî÷-íî ïîëíûé îòâåò íà äàííûé âîïðîñ ìîæåò äàòü àíàëèç, îñíîâàííûéíà òåîðèè áè�óðêàöèé ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé è êîìïüþòåðíûõ ìåòî-äàõ èññëåäîâàíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Íàèáîëåå âàæíûìè èç íèõ, ñòî÷êè çðåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî âîïðîñà, ÿâëÿþòñÿ ìåòîä ïîñòðîåíèÿîòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå è ìåòîä ïðîäîëæåíèÿ ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿïî ïàðàìåòðó.Óðàâíåíèÿ Ýéëåðà�Ïóàññîíà, îïèñûâàþùèå äâèæåíèå òâåðäîãî òå-ëà âîêðóã íåïîäâèæíîé òî÷êè â îäíîðîäíîì ïîëå òÿæåñòè, ìîæíî ïðåä-ñòàâèòü â ãàìèëüòîíîâîé ãàìèëüòîíîâîé �îðìå
Ṁi = {Mi, H}, γ̇i = {γi, H}, i = 1, 2, 3, (30)ñî ñêîáêîé Ïóàññîíà, ñîîòâåòñòâóþùåé àëãåáðå e(3)

{Mi,Mj} = −εijkMk, {Mi, γj} = −εijkγk, {γi, γj} = 0, (31)



25è ãàìèëüòîíèàíîì �ïîëíîé ýíåðãèåé òåëà
H = 1

2
(AM ,M) − µ(r,γ), (32)ãäå A = I

−1 = diag(a1, a2, a3) � îáðàòíûé òåíçîð èíåðöèè.Ñêîáêà Ëè�Ïóàññîíà (31) ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííîé, îíà îáëàäàåòäâóìÿ �óíêöèÿìè Êàçèìèðà, êîììóòèðóþùèìè â ñòðóêòóðå (31) ñ ëþ-áîé �óíêöèåé îò M , γ,
F1 = (M ,γ), F2 = γ2. (33)Óðàâíåíèÿ (30) îïèñûâàþò äèíàìèêó ïðèâåäåíííîé ñèñòåìû, â êî-òîðîé èãíîðèðóåòñÿ ïðåöåññèÿ òâåðäîãî òåëà âîêðóã âåðòèêàëè. Äëÿîïðåäåëåíèÿ àáñîëþòíîãî äâèæåíèÿ íåîáõîäèìî âûïîëíèòü äîïîëíè-òåëüíóþ êâàäðàòóðó

ψ̇ =
ω1γ1 + ω2γ2

γ2
1 + γ2

2

. (34)Èññëåäîâàíèå ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé â äàííîé ãëàâå íà÷èíàåòñÿñ èíòåãðèðóåìîé çàäà÷è Ýéëåðà-Ïóàíñî (r = 0). Ñ ïîìîùüþ èññëåäîâà-íèÿ ÷èñëà âðàùåíèÿ íàõîäÿòñÿ ðåçîíàíñíûå òîðû çàïîëíåííûå ïåðèî-äè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè ïåðâîãî ïîðÿäêà. Äâèæåíèå òåëà â àáñîëþòíîìïðîñòðàíñòâå ñîîòâåòñòâóþùåå ýòèì ïåðèîäè÷åñêèì ðåøåíèÿì îïèñû-âàåò ñëåäóþùååÏðåäëîæåíèå 1. Âñå ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ ïðèâåäåííîé ñè-ñòåìû â çàäà÷å Ýéëåðà�Ïóàíñî ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè â àáñîëþò-íîì ïðîñòðàíñòâå.Íà ðèñ. 7 ïðèâåäåíû íåñêîëüêî ñëåäîâ åäèíè÷íîãî âåêòîðà e1(àïåêñà) æåñòêî ñâÿçàííîãî ñ îñüþ òåëà Ox äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèéëåæàùèõ íà ðàññìàòðèâàåìîì òîðå. Âñå ýòè ñëåäû èìåþò âèä âîñüìå-ðîê, ïðè÷åì òî÷êè èõ ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ëåæàò â íåêîòîðîé âåðòèêàëü-íîé ïëîñêîñòè.Äàëåå â ãëàâå èññëåäóåòñÿ âîçìóùåíèå çàäà÷è Ýéëåðà-Ïóàíñî ñâÿ-çàííîå ñî ñìåùåíèåì öåíòðà ìàññ òåëà îòíîñèòåëüíî òî÷êè çàêðåïëå-íèÿ. Äëÿ äàííîé çàäà÷è ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòûÏðåäëîæåíèå 2. Ïðè ñìåùåíèè öåíòðà ìàññ â ïëîñêîñòè ïåð-ïåíäèêóëÿðíîé ìèíèìàëüíîé îñè èíåðöèè òåëà (r1 6= 0, r2 6= 0, r3 = 0)èç ðåçîíàíñíîãî òîðà ñ ÷èñëîì âðàùåíèÿ n = 1 çàäà÷è Ýéëåðà�Ïóàíñîíà íóëåâîé êîíñòàíòå èíòåãðàëà ïëîùàäåé ðîæäàåòñÿ ïàðà ïåðèîäè-÷åñêèõ â àáñîëþòíîì ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé (óñòîé÷èâîå è íåóñòîé-÷èâîå).
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�èñ. 7. Ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ, ëåæàùèå íà ðåçîíàíñíîì òîðå n = 1. à)Äâèæåíèå íà ñ�åðå Ïóàññîíà. á) Ñëåä àïåêñà e1 â àáñîëþòíîì ïðîñòðàíñòâå.Èíòåðåñíî, ÷òî àïåêñû ãëàâíûõ îñåé èíåðöèè e1, e2 ïðè äâèæåíèèâäîëü ýòèõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé îïèñûâàþò íà ñ�åðå âîñüìåðêè, à
e3 � âûïóêëóþ çàìêíóòóþ êðèâóþ áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé.Äàëåå â ãëàâå èññëåäóåòñÿ ýâîëþöèÿ àáñîëþòíûõ õîðåîãðà�èé çà-äà÷è Ýéëåðà-Ïóàññîíà ïðè óìåíüøåíèè ýíåðãèè èç áåñêîíå÷íîñòè äîåå ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ. Èññëåäîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ìå-òîäà ïðîäîëæåíèÿ ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ïî ïàðàìåòðó. Ïðè ýòîìïîäðîáíî èçó÷åíû áè�óðêàöèè ÷åðåç êîòîðûå ïðîõîäÿò äàííûå ðåøå-íèÿ. À òàêæå óêàçàíà ñâÿçü äàííîãî ñåìåéñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøå-íèé ñ èçâåñòíûìè èíòåãðèðóåìûìè ñëó÷àÿìè è ÷àñòíûìè ðåøåíèÿìèçàäà÷è òâåðäîãî òåëà. Îêàçûâàåòñÿ ÷òî óêàçàííîå ñåìåéñòâî àáñîëþò-íûõ õîðåîãðà�èé âêëþ÷àåò â ñåáÿ èçâåñòíûå ðåøåíèÿ Äåëîíå (äëÿ ñëó-÷àÿ Êîâàëåâñêîé), ÷àñòíûå ðåøåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ �îðÿ÷åâà-×àïëûãèíà,à òàêæå ðåøåíèÿ Ñòåêëîâà. Êðîìå òîãî ÷åðåç ðàçëè÷íûå áè�óðêàöèèîíè ñâÿçàíû ñ âðàùåíèÿìè Øòàóäå.Òàêæå â ýòîé ãëàâå óêàçàíû áîëåå ñëîæíûå ïåðèîäè÷åñêèå â àáñî-ëþòíîì ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèÿ. Ïðè ýòîì, ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîâåäåííûõêîìïüþòåðíûõ èññëåäîâàíèé íà íóëåâîé êîíñòàíòå èíòåãðàëà ïëîùà-äåé ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå,Ïðåäëîæåíèå 3. 1. Ïðè ñìåùåíèè öåíòðà ìàññ â ïëîñêîñòèïåðïåíäèêóëÿðíîé ìèíèìàëüíîé îñè èíåðöèè (r3 = 0) èç ðåçîíàíñíûõòîðîâ çàäà÷è Ýéëåðà�Ïóàíñî, ëåæàùèõ âíå ñåïàðàòðèñû (ε ∈ (a2, a3))ðîæäàþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèå â àáñîëþòíîì ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèÿ.

2. Ïðè ñìåùåíèè öåíòðà ìàññ â ïëîñêîñòè ïåðïåíäèêóëÿðíîé ìàê-



27ñèìàëüíîé îñè èíåðöèè (r1 = 0) èç ðåçîíàíñíûõ òîðîâ çàäà÷è Ýéëåðà�Ïóàíñî, ëåæàùèõ âíóòðè ñåïàðàòðèñû (ε ∈ (a1, a2)) òàêæå ðîæäà-þòñÿ ïåðèîäè÷åñêèå â àáñîëþòíîì ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèÿ.Êðîìå òîãî, ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû îáîáùåíû íà ñëó÷àé íåíóëå-âîé êîíñòàíòû ïëîùàäåé, è äîêàçàíî ñëåäóþùååÏðåäëîæåíèå 4. Âñåãäà ñóùåñòâóåò ðàâíîìåðíî âðàùàþùàÿ-ñÿ âîêðóã âåðòèêàëüíîé îñè ñèñòåìà êîîðäèíàò, â êîòîðîé àáñîëþò-íîå äâèæåíèå ñîîòâåòñòâóþùåå ïåðèîäè÷åñêîìó ðåøåíèþ ïðèâåäåí-íîé ñèñòåìû òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì ñ òåì æå ïåðèîäîì(ò. å. âñå àïåêñû òâåðäîãî òåëà îïèñûâàþò â ýòîé ñèñòåìå çàìêíó-òûå êðèâûå).Òàêèì îáðàçîì, àáñîëþòíîå äâèæåíèå òåëà, ñîîòâåòñòâóþùåå ïå-ðèîäè÷åñêèì ðåøåíèÿì, ðîäèâøèìñÿ èç ðåçîíàíñíûõ òîðîâ, â ñëó-÷àå íåíóëåâîé êîíñòàíòû èíòåãðàëà ïëîùàäåé ìîæíî èíòåðïðåòèðî-âàòü êàê îòíîñèòåëüíóþ õîðåîãðà�èþ (òåðìèí òàêæå çàèìñòâîâàíèç [14, 19℄) � òî åñòü, êàê ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå â ñèñòåìå êîîðäè-íàò, ðàâíîìåðíî âðàùàþùåéñÿ âîêðóã âåðòèêàëè ñ íåêîòîðîé óãëîâîéñêîðîñòüþ Ω.Â âîñüìîé ãëàâå èññëåäóåòñÿ ïðîöåññ õàîòèçàöèè �àçîâîãî ïîðò-ðåòà â îãðàíè÷åííîé çàäà÷è î âðàùåíèè òÿæåëîãî òâåðäîãî òåëà ñ çà-êðåïëåííîé òî÷êîé.�àññìîòðèì çàäà÷ó î äâèæåíèè äèíàìè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî òåëàïðè ñëåäóþùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ: I1 = I2 = 1, I3 = δ, r = (0, δ, 0). Ïðèäîñòàòî÷íî ìàëûõ δ < 2 äëÿ ìîìåíòîâ èíåðöèè âûïîëíåíû íåðàâåíñòâàòðåóãîëüíèêîâ, ñëåäîâàòåëüíî, âûáðàííîé êîí�èãóðàöèè ñîîòâåòñòâó-åò íåêîòîðîå ðåàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ìàññ. Ñäåëàåì òåïåðü ïðåäåëüíûéïåðåõîä δ → 0, ïðè êîòîðîì òåëî âûðîæäàåòñÿ â îòðåçîê ïðÿìîé. Ïîñëåýòîãî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïðèìóò ñëåäóþùèé âèä
ω̇1 = ω2ω3, ω̇2 = −ω1ω3, ω̇3 = γ1. (35)Èíòåãðàëû äëÿ ñèñòåìû, ïîëó÷àþùèåñÿ èç èíòåãðàëîâ èñõîäíîé çàäà÷èïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì, èìåþò âèä

ω2
1 + ω2

2 = h, ω1γ1 + ω2γ2 = c, γ2
1 + γ2

2 + γ2
3 = 1. (36)Ïîñëå ðåäóêöèè óðàâíåíèé (35) íà ñîâìåñòíûé óðîâåíü èíòåãðà-



28ëîâ (36) ïîëó÷èì ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó ñ ïîëóòîðà ñòåïåíÿìè ñâîáîäû
ξ̇ = ∂H

∂η
, η̇ = −∂H

∂ξ
,

H =
η2

2
+ c√

2h
cos ξ +

√

1 − c2

2h
sin(

√
2ht) sin ξ.

(37)Äàëåå â ðàáîòå ïîäðîáíî èññëåäóåòñÿ ñöåíàðèé ïåðåõîäà ê õàîñóâ ïîëó÷åííîé ñèñòåìå. Â ÷àñòíîñòè ïîäðîáíî îïèñàíî âçàèìîäåéñòâèåäâóõ äîïîëíÿþùèõ äðóã äðóãà ìåõàíèçìîâ õàîòèçàöèè �àçîâîãî ïîðò-ðåòà:� òðàíñâåðñàëüíîãî ïåðåñå÷åíèÿ íåóñòîé÷èâûõ èíâàðèàíòíûõ ìíî-ãîîáðàçèé � ñåïàðàòðèñ. Äàííûé ìåõàíèçì îòâå÷àåò çà îáðàçîâà-íèå õàîòè÷åñêîãî ñëîÿ âáëèçè íåóñòîé÷èâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøå-íèé.� êàñêàäà áè�óðêàöèé óäâîåíèÿ ïåðèîäà. Ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ êîòî-ðîãî �àçîâûé ïîðòðåò õàðàêòåðèçóåòñÿ íàëè÷èåì òðàåêòîðèé ñîñêîëü óãîäíî áîëüøèì ïåðèîäîì.Êðîìå òîãî èññëåäîâàíû ñàìè êàñêàäû áè�óðêàöèé óäâîåíèÿ ïåðèîäà èïîêàçàíî, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ êîý��èöèåíòîâ ìàñøòàáíîãîïðåîáðàçîâàíèÿ äîñòàòî÷íî áûñòðî ñõîäÿòñÿ ê ïîñòîÿííîé Ôåéãåíáàó-ìà δ = 8.721 . . ..Äàëåå â ãëàâå èññëåäóåòñÿ èíòåðåñíîå ïîâåäåíèå ðàññìàòðèâàåìîéñèñòåìû ïðè ñòðåìëåíèè ýíåðãèè h ê íóëþ. Â ÷àñòíîñòè ïîêàçàíî, ÷òîïðè óñòðåìëåíèè ýíåðãèè h ê íóëþ â ñèñòåìå íàáëþäàåòñÿ áåñêîíå÷íîå÷èñëî êàñêàäîâ óäâîåíèé ïåðèîäà íåïîäâèæíûõ òî÷åê ïåðâîãî ïîðÿäêà,ñïóñêàþùèõñÿ èç áåñêîíå÷íîñòè ïî η â õàîòè÷åñêèé ñëîé. Êðîìå òîãî,èññëåäóåìàÿ ñèñòåìà ïðè ýòîì äåìîíñòðèðóåò íåêîòîðûå àäèàáàòè÷å-ñêèå ý��åêòû. Ïðè ëþáîì, ñêîëü óãîäíî ìàëîì c 6= 0 è ìèíèìàëüíîìçíà÷åíèè h = hmin = c2/2, ñèñòåìà (37) ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ ìàòå-ìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà è ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé. Ïðè c = 0 è h = 0òàêæå ïîëó÷àåòñÿ èíòåãðèðóåìàÿ ñèñòåìà, îäíàêî, ïðè ñêîëü óãîäíîìàëûõ h > 0 íà �àçîâîì ïîðòðåòå íàáëþäàåòñÿ õàîòè÷åñêèé ñëîé êî-íå÷íîé øèðèíû (íå ñòðåìÿùåéñÿ ê íóëþ). Òàêîå ïîâåäåíèå â ÷åì-òîàíàëîãè÷íî ïîâåäåíèþ ñèñòåì ñ àäèàáàòè÷åñêèì õàîñîì.Â äåâÿòîé ãëàâå äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèñòåìû ìàòå-ðèàëüíûõ òî÷åê â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, âçàèìîäåéñòâóþùèõ, êàêäðóã ñ äðóãîì, òàê è ñ âíåøíèì ïîëåì. Â ÷àñòíîñòè, ê ýòèì çàäà÷àìñâîäÿòñÿ ìíîãèå çàäà÷è íåáåñíîé ìåõàíèêè. �àññìîòðèì êëàññè÷åñêóþ



29çàäà÷ó N òåë ïðîèçâîëüíûõ ìàññ mi, i = 1..N äâèæóùèõñÿ â ïðîñòðàí-ñòâå Rn ïîä äåéñòâèåì ïîòåíöèàëüíûõ ñèë, çàâèñÿùèõ îò âçàèìíûõ ðàñ-ñòîÿíèé ìåæäó òåëàìè. Ñòàíäàðòíûì îáðàçîì îáîçíà÷èì ïîëîæåíèå èèìïóëüñ i-òîãî òåëà n-ìåðíûìè âåêòîðàìè ri è pi. Òîãäà óðàâíåíèÿäâèæåíèÿ â ãàìèëüòîíîâîé �îðìå èìåþò âèä
ṙi = ∂H

∂pi
, ṗi = −∂H

∂ri
, i = 1 . . .N,

H = 1
2

∑ p2
i
mi

+ U(|ri − rj |),
(38)ãäå ãàìèëüòîíèàí H çàäàåò ïîëíóþ ýíåðãèþ ñèñòåìû òåë.Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî óðàâíåíèÿ (38) èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíîãðóïïû E(n) äâèæåíèé ïðîñòðàíñòâà Rn. Âñëåäñòâèå ýòîãî, ïî òåîðåìåÍ¼òåð [1℄, îíè äîïóñêàþò n+

n(n − 1)

2
ïåðâûõ èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ

P =
∑

pi, Mµν =
∑

i

r(i)µ p(i)
ν − r(i)ν p(i)

µ , (39)âûðàæàþùèõ çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ïîëíîãî èìïóëüñà è ìîìåíòà èìïóëü-ñà ñèñòåìû òåë. Çäåñü è äàëåå ëàòèíñêèå èíäåêñû íóìåðóþò òåëà, àãðå÷åñêèå � êîìïîíåíòû âåêòîðîâ è òåíçîðîâ.Êðîìå òîãî, óðàâíåíèÿ (38) èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ïðåîáðà-çîâàíèé ê ðàâíîìåðíî äâèæóùåéñÿ (îòíîñèòåëüíî èñõîäíîé) ñèñòåìåêîîðäèíàò. Ñîâìåñòíî ñ äâèæåíèÿìè ïðîñòðàíñòâà ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿîáðàçóþò ãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé �àëèëåÿ. Ñîîòâåòñòâóþùèå (ïî òåî-ðåìå Í¼òåð) èíòåãðàëû äâèæåíèÿ
c = R − P∑

mi
t, ãäå R =

∑
miri∑
mi

(40)ÿâëÿþòñÿ íåàâòîíîìíûì (ÿâíî çàâèñÿùèì îò âðåìåíè) è ñâÿçàíû ñ ðàâ-íîìåðíûì è ïðÿìîëèíåéíûì äâèæåíèåì öåíòðà ìàññ R.Îêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâóåò åùå îäèí íàáîð àâòîíîìíûõ ïåðâûõ èí-òåãðàëîâ äâèæåíèÿ è ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿÒåîðåìà 1. Óðàâíåíèÿ (38) äâèæåíèÿ N òåë â Rn ïîìèìî (39)äîïóñêàþò åùå n(n − 1)

2
àâòîíîìíûõ èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ

Qµν = RµPν −RνPµ, µ, ν = 1 . . . n. (41)



30Ïðè÷åì óêàçàííûå èíòåãðàëû ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì è èíòåãðàëàìè
P ñîîòíîøåíèÿìè ∑

<µ,ν,ρ>

εµνρQµνPρ = 0, (42)ãäå µ 6= ν 6= ρ 6= µ, à ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî öèêëè÷åñêèì ïåðåñòà-íîâêàì èíäåêñîâ.Ñóùåñòâîâàíèå òåíçîðíîãî èíòåãðàëà (41) (òàê æå êàê è (40)) ñâÿ-çàíî ñ èíâàðèàíòíîñòüþ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ãðóïïû �à-ëèëåÿ, ïîýòîìó â äàëüíåéøåì ìû áóäåì íàçûâàòü åãî �àëèëååâ ìî-ìåíò.�àññìîòðèì òåïåðü âîïðîñ î ïîíèæåíèè ïîðÿäêà ñèñòåìû (38) ñïîìîùüþ èíòåãðàëîâ M ,P ,Q . Â ñëó÷àå R3 ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿòåîðåìà.Òåîðåìà 2. Èíòåãðàëû (39) è (41) ïîçâîëÿþò ïðîâåñòè ðåäóê-öèþ çàäà÷è î äâèæåíèè N òåë â R3 íà ïÿòü ñòåïåíåé ñâîáîäû.Äàëåå â ï. 9.3. èññëåäóþòñÿ íàòóðàëüíûå ñèñòåìû ñ îäíîðîäíûìïîòåíöèàëîì ñòåïåíè α = −2. �àìèëüòîíèàí òàêèõ ñèñòåì ìîæíî çà-ïèñàòü â âèäå
H = 1

2

N∑

i=1

p2
i
mi

+ Uα(r), (43)ãäå äëÿ ïîòåíöèàëà Uα(r) âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî Ýéëåðà
(r ,

∂Uα
∂r

) = αUα. (44)Îêàçûâàåòñÿ, äëÿ òàêèõ (äàæå áîëåå îáùèõ) ñèñòåì ñïðàâåäëèâà ñëå-äóþùàÿ òåîðåìà.Òåîðåìà 3. Íàòóðàëüíàÿ ñèñòåìà (43) ñ ïîòåíöèàëîì
U(r) = U−2(r) + V (I) (45)äîïóñêàåò ïåðâûé èíòåãðàë äâèæåíèÿ

J = 2I(H − V ) − (r , p)2. (46)Èíòåãðàë (46) ïîçâîëÿåò âûïîëíèòü ðåäóêöèþ óðàâíåíèé äâèæå-íèÿ íà îäíó ñòåïåíü ñâîáîäû. Ïðèâåäåì çäåñü íàèáîëåå ñèììåòðè÷íûéâèä äàííîé ðåäóêöèè, îáîáùåííûé íàìè íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîé ñè-ñòåìû ñ ïîòåíöèàëîì âèäà (45).



31Òåîðåìà 4. Íàòóðàëüíàÿ ñèñòåìà âèäà (43) ñ ïîòåíöèàëîì (45)äîïóñêàåò ðåäóêöèþ íà îäíó ñòåïåíü ñâîáîäû ñ ïîìîùüþ çàìåíû âðå-ìåíè è êîîðäèíàò
d t = Id τ, qi =

√
mi

I
ri, q , r ∈ R

N . (47)Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â íîâûõ ïåðåìåííûõ îïèñûâàþò äâèæåíèè ìà-òåðèàëüíîé òî÷êè ïî (N − 1)-ìåðíîé ñ�åðå (q , q) = 1

q ′′ = −∂Ũ−2

∂q
+ λq , (48)ãäå λ = (q ,

∂ eU
−2

∂q
) − q ′2 � íåîïðåäåëåííûé ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà,

Ũ−2(q) = IU−2(r) = U−2(
qi√
mi

), (49)à øòðèõ îáîçíà÷àåò äè��åðåíöèðîâàíèå ïî íîâîìó âðåìåíè. Ïðèýòîì èíòåãðàë (46) ïðèíèìàåò âèä
J = q ′2 + 2Ũ−2(q), (50)è ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû ñîâïàäàåò ñ ïîëíîé ýíåðãèåé ïðèâåäåí-íîé ñèñòåìû.Îòìåòèì, ÷òî ïðèâåäåííàÿ ïðîöåäóðà ðåäóêöèè îòëè÷àåòñÿ îòêëàññè÷åñêîãî ïîíèæåíèÿ ïîðÿäêà ïî �àóñó è ñâÿçàíà ñî ñêðûòîé ñèì-ìåòðèåé ñèñòåìû â ðàñøèðåííîì (âêëþ÷àþùåì âðåìÿ) �àçîâîì ïðî-ñòðàíñòâå. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñëå çàìåíû (47) èíòåãðàë J ñòàíîâèòñÿãàìèëüòîíèàíîì ïðèâåäåííîé ñèñòåìû. Òîãäà êàê ïðè ñòàíäàðòíîé ðå-äóêöèè �àóñà ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû íå ìåíÿåòñÿ, à ëèøü ïàðàìåòðè-÷åñêè çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ ïåðâîãî èíòåãðàëà.Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ èñïîëüçîâàíèÿ ðåäóêöèè â ðàáîòå ïðèâåäåíîíåñêîëüêî êîíêðåòíûõ çàäà÷, ïîïàäàþùèõ â êëàññ ðàññìàòðèâàåìûõñèñòåì. Â ÷àñòíîñòè, ðàññìîòðåíà ñèñòåìà �îñîõàòèóñà [18℄ îïèñûâàþ-ùàÿ äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ïî äâóìåðíîé ñ�åðå S2 ñ ãàìèëü-òîíèàíîì

H = 1
2
(M1

2 +M2
2 +M3

2) +
c1
γ1

2
+

c2
γ2

2
+

c3
γ3

2
. (51)



32È ñèñòåìà �à��å ãàìèëüòîíèàí êîòîðîé èìååò âèä
H = 1

2
(p2

1 + p2
2 + p2

3) + c

(x1x2x3)
2/3

. (52)Äàëåå â ðàáîòå ðàññìîòðåíà çàäà÷à N òåë ñ îäíîðîäíûì ïîòåíöè-àëîì ñòåïåíè α = −2, çàâèñÿùèì îò âçàèìíûõ ðàññòîÿíèé, òî åñòü
H = 1

2

∑ p2
i
mi

+ U−2(|ri − rj|). (53)Â ýòîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå äâå òåîðåìû.Òåîðåìà 5. Ñèñòåìà (53), îïèñûâàþùàÿ äâèæåíèå N òåë â R3 ñîäíîðîäíûì ïîòåíöèàëîì âçàèìîäåéñòâèÿ ñòåïåíè îäíîðîäíîñòè α =
= −2, äîïóñêàåò äåñÿòü �óíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûõ àâòîíîìíûõ èí-òåãðàëîâ äâèæåíèÿ.

P =
∑

pi, S = P

N∑

i=1

(ri, pi) − 2H

N∑

i=1

miri,

M =
∑

i

ri × pi, J = 2IH − (

N∑

i=1

(ri, pi))
2.

(54)Òåîðåìà 6. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (38), îïèñûâàþùèå äâèæåíèå
N òåë â R3 ñ ïîòåíöèàëîì ïàðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ÿâëÿþùèìñÿ îä-íîðîäíîé �óíêöèåé ñòåïåíè îäíîðîäíîñòè α = −2, äîïóñêàþò ðåäóê-öèþ íà øåñòü ñòåïåíåé ñâîáîäû ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëîâ (54).Â êà÷åñòâå ïðèìåðà çàäà÷è ñ ãàìèëüòîíèàíîì âèäà (53) ðàññìîò-ðåíà çàäà÷à ßêîáè î äâèæåíèè òðåõ òåë íà ïðÿìîé ñ ïîòåíöèàëîì âèäà

U =

3∑

i<j=1

aij

(xi − xj)
2
. (55)Ïîñëå ïðîâåäåíèÿ ïðîöåäóðû ðåäóêöèè èçëîæåííîé âûøå ìû ïîëó÷àåìñèñòåìó íà ñ�åðå îáëàäàþùóþ äîïîëíèòåëüíûì ïåðâûì èíòåãðàëîìäâèæåíèÿ

G =
S2 + JP 2

2E
= 2H̃

(
3∑

i=1

√
miγi

)2

+

(
3∑

i=1

√
miγ

′

i

)2

. (56)Áîëåå òîãî, ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.



33Ïðåäëîæåíèå 5. Ëþáàÿ ñèñòåìà íà ñ�åðå ñ ïîòåíöèàëîì ÿâ-ëÿþùèìñÿ îäíîðîäíîé �óíêöèåé ñòåïåíè îäíîðîäíîñòè -2 çàâèñÿùèìîò ðàçíîñòåé (γi − γj), i, j = 1 . . . 3, ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé è îáëà-äàåò äîïîëíèòåëüíûì èíòåãðàëîì (56).�àññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó òðåõ òåë íà ïëîñêîñòè ñ ãàìèëüòîíèàíîì
H = 1

2

3∑

i=1

p2
i
mi

+
∑

i>j

aij

(ri − rj)
2
, ri, pi ∈ R

2. (57)Ïîñëå ïðîâåäåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ðåäóêöèé ïî èíòåãðàëàì ñèñòåìû(ñþäà âõîäèò è îïèñàííàÿ íàìè âûøå ïðîöåäóðà ðåäóêöèè) ïîëó÷èìñèñòåìó ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, ãàìèëüòîíèàí êîòîðîé èìååò âèä
H = 1

2
p2
θ + 1

2

(pψ +M)2

sin2 θ
+ 1

2

(pψ −M)2

cos2 θ
+
µ1a12

cos2 θ
+

+
µ2m

2
1a13

m2
1 sin2 θ + µ1µ2 cos2 θ +m1

√
µ1µ2 sin 2θ cosψ

+

+
µ2m

2
2a23

m2
2 sin2 θ + µ1µ2 cos2 θ −m2

√
µ1µ2 sin 2θ cosψ

,

(58)

ãäå θ ∈ (0, π
2
), ψ ∈ [0, π), µ1 =

m1m2

m1 + m2

, µ2 =
(m1 + m2)m3

m1 + m2 + m3

. Ñ ïîìî-ùüþ ïîñòðîåíèÿ îòîáðàæåíèÿ Ïóíêàðå ïîëó÷åííîé ñèñòåìû íåòðóäíîñäåëàòü çàêëþ÷åíèå î íåèíòåãðèðóåìîñòè çàäà÷è ßêîáè íà ïëîñêîñòè.Â êîíöå äåâÿòîé ãëàâû ïðèâåäåí ðÿä îáîáùåíèé òîæäåñòâà Ëàãðàí-æà è ñîîòâåòñòâóþùèå äîïîëíèòåëüíûå ïåðâûå èíòåãðàëû äâèæåíèÿ.Â äåñÿòîé ãëàâå äèññåðòàöèè èññëåäóåòñÿ çàäà÷à î äâèæåíèèäâóõ òåë íà ñ�åðå S2. Àíàëîãîì íüþòîíîâñêîãî ïîòåíöèàëà íà S2 (L2)ÿâëÿåòñÿ �óíêöèÿ
U = −γ ctg θ (U = −γ cth θ), (59)ãäå θ � äîëãîòà, îòñ÷èòûâàåìàÿ îò ïîëþñà, â êîòîðîì íàõîäèòñÿ ãðà-âèòèðóþùèé öåíòð, γ � ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ïîòåíöèàë (59)ìîæåò áûòü ïîëó÷åí êàê öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîå ðåøåíèå óðàâíå-íèé Ëàïëàñà�Áåëüòðàìè äëÿ S3 (L3) èëè âûâåäåí èç àíàëîãà òåîðåìûÁåðòðàíà äëÿ S2 (L2).Â äàííîé ðàáîòå äëÿ ðåäóêöèè íåîãðàíè÷åííîé çàäà÷è äâóõ òåë íàñ�åðå ìû èñïîëüçóåì ðåäóêöèþ Áóðà [6℄ ïðîñòðàíñòâåííîé çàäà÷è òðåõòåë. Â íåêîòîðîì ñìûñëå äàæå ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî íåîáõîäèìàÿ íàì



34ðåäóêöèÿ ÿâëÿåòñÿ åå ÷àñòíûì ñëó÷àåì. Âûïîëíèâ äàííóþ ðåäóêöèþìû ïîëó÷àåì ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó ñ ãàìèëüòîíèàíîì
H = 1

2R2

( p2
1

m1
+
p2
2

m2
+(c2− (p1 + p2)

2) J

m1m2 sin2(θ1 − θ2)

)
+U(θ1− θ2).

(60)Äëÿ èññëåäîâàíèÿ äàííîé ñèñòåìû ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå Ïóàí-êàðå. Â êà÷åñòâå ïëîñêîñòè ñå÷åíèÿ Ïóàíêàðå âûáåðåì p2 = 0. Äàííàÿïëîñêîñòü ïåðåñåêàåò óðîâåíü ýíåðãèè H = E ïî íåêîòîðîé äâóìåðíîéïîâåðõíîñòè â ïðîñòðàíñòâå (θ1, p1, θ2). Íà çàäàííîé òàêèì îáðàçîìïîâåðõíîñòè (ñå÷åíèè óðîâíÿ ýíåðãèè) �àçîâûé ïîòîê ñèñòåìû (60) çà-äàåò îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå. Ïðèìåð òàêîãî îòîáðàæåíèÿ ïðèâåäåí íàðèñ. 8 Íà îòîáðàæåíèè õîðîøî âèäíû õàîòè÷åñêèå äâèæåíèÿ, ïðåïÿò-ñòâóþùèå ñóùåñòâîâàíèþ äîïîëíèòåëüíîãî àíàëèòè÷åñêîãî èíòåãðàëàñèñòåìû (60).

�èñ. 8. Ïðèìåð ñå÷åíèÿ óðîâíÿ ýíåðãèè (ñïðàâà) è ñîîòâåòñòâóþùèå îòîáðà-æåíèÿ Ïóàíêàðå (ñëåâà).Îäèííàäöàòàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà ðåäóêöèè è èññëå-äîâàíèþ õàîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ òî÷å÷íûõ âèõðåé íà ïëîñêîñòè è ñ�å-ðå. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ n òî÷å÷íûõ âèõðåé ñ äåêàðòîâûìè êîîðäèíà-òû (xi, yi) è èíòåíñèâíîñòÿìè Γi ìîãóò áûòü çàïèñàíû â ãàìèëüòîíîâîé�îðìå
Γixi = ∂H

∂yi
, Γiẏi = −∂H

∂xi
, 1 6 i 6 n, (61)



35ñ ãàìèëüòîíèàíîì
H = − 1

4π

n∑

i<j

ΓiΓj lnMij , Mij = |ri − rj |2, ri = (xi, yi). (62)Çäåñü ñêîáêà Ïóàññîíà èìååò âèä
{f, g} =

N∑

i=1

1
Γi

( ∂f
∂xi

∂g

∂yi
− ∂f

∂yi

∂g

∂xi

)
. (63)Óðàâíåíèÿ (61) èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ãðóïïû äâèæåíèé ïëîñêî-ñòè E(2), ïîýòîìó êðîìå ãàìèëüòîíèàíà îíè îáëàäàþò åùå òðåìÿ èí-òåãðàëàìè

Q =

n∑

i=1

Γixi, P =

n∑

i=1

Γiyi, I =

n∑

i=1

Γi(x
2
i + y2

i ), (64)êîòîðûå, îäíàêî, íå ÿâëÿþòñÿ èíâîëþòèâíûìè
{Q,P} =

N∑

i=1

Γi, {P, I} = −2Q, {Q, I} = 2P. (65)Â äàëüíåéøåì âìåñòî èíòåãðàëà I óäîáíåå èñïîëüçîâàòü èíòåãðàë âèäà
D =

n∑

i<j

ΓiΓj |ri − rj |2 = (

n∑

i=1

Γi)I − P 2 −Q2. (66)Èç ýòèõ òðåõ èíòåãðàëîâ ìîæíî îáðàçîâàòü äâà èíâîëþòèâíûõ
Q2+P 2, I è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî îáùåé òåîðèè [9℄, ìîæíî ïîíèçèòüïîðÿäîê íà äâå ñòåïåíè ñâîáîäû.Äëÿ êîíñòðóêòèâíîãî ïîíèæåíèÿ ïîðÿäêà äëÿ çàäà÷è N âèõðåéïðîèçâîëüíîé èíòåíñèâíîñòè íà äâå ñòåïåíè ñâîáîäû ïðèâåäåì ñëåäó-þùèå ïðåäëîæåíèÿ.Ïðåäëîæåíèå 6. Ñèñòåìà N ïðîèçâîëüíûõ âèõðåé íà ïëîñêî-ñòè ñ íåíóëåâîé ñóììàðíîé èíòåíñèâíîñòüþ ( N∑

i=1

Γi 6= 0) äîïóñêàåòðåäóêöèþ íà äâå ñòåïåíè ñâîáîäû, ïðè êîòîðîé êàíîíè÷åñêèìè ïåðå-ìåííûìè ïðèâåäåííîé ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ
qi = ρi+2

Γi+2

∑i+1
k=1 Γk

∑i+2
k=1 Γk

, ψi = ϕi+2 − ϕ2, i = 1, . . . , N − 2, (67)



36ãäå
ρi = 1

2
|ri −R(i−1)|2, ϕi = arctg

(
yi −R

(i−1)
y

xi −R
(i−1)
x

)
, i = 2 . . .N, (68)

R(i) =
∑i
j=1 Γjrj/

∑i
j=1 Γj îïðåäåëÿåò öåíòð çàâèõðåííîñòè i âèõðåé,à ri � ðàäèóñ-âåêòîð i-ãî âèõðÿ.Ïðåäëîæåíèå 7. Â ñëó÷àå ∑N

j=1 Γj = 0 êàíîíè÷åñêèå ïåðåìåí-íûå ïðèâåäåííîé ñèñòåìû (ñîîòâåòñòâóþùèå ðåäóêöèè íà äâå ñòåïå-íè ñâîáîäû) ρ̃i, ϕ̃i, i = 1, . . . , N − 2 çàäàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè
ρ̃i =

Γi
∑i−1

k=1 Γk
∑i
k=1 Γk

ρi+1, ϕ̃i = ϕi+1, i = 1, . . . , N − 2, (69)ãäå ρi è ϕi çàäàíû ñîîòíîøåíèÿìè (68).Ïðåäëîæåíèå 8. Â ñëó÷àå ∑N
j=1 Γj = 0 è D = 0 ñèñòåìà äî-ïóñêàåò ðåäóêöèþ íà òðè ñòåïåíè ñâîáîäû. Êàíîíè÷åñêèå ïåðåìåí-íûå ïðèâåäåííîé ñèñòåìû îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (67) ïðè i =

= 1 . . .N − 3.�àññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó î äâèæåíèè âèõðåé íà ñ�åðå S
2. Äëÿ

n òî÷å÷íûõ âèõðåé íà ñ�åðå S2 ãàìèëüòîíîâû óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ âñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ (θi, ϕi) ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå [3℄
θ̇i = {θi,H}, ϕ̇i = {ϕi,H}, i = 1, . . . , n, (70)ñî ñêîáêîé Ïóàññîíà

{ϕi, cos θk} =
δik
R2Γi

, (71)ãäå Γi � èíòåíñèâíîñòè âèõðåé è ãàìèëüòîíèàí
H = − 1

4π

n∑

i<k

ΓiΓk ln (Mik) = − 1
4π

n∑

i<k

ΓiΓk ln

(
4R2 sin2 γik

2

)
. (72)Çäåñü R � ðàäèóñ ñ�åðû, Mij � êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó i-ûì è

j-ûì âèõðÿìè èçìåðÿåìîãî ïî õîðäå, γik � óãîë ìåæäó âåêòîðàìè, ñî-åäèíÿþùèìè öåíòðû ñ�åðû ñ òî÷å÷íûìè âèõðÿìè i è k,
cos γik = cos θi cos θk + sin θi sin θk cos(ϕi − ϕk).



37Ïîìèìî ãàìèëüòîíèàíà óðàâíåíèÿ (70) äîïóñêàþò åùå òðè íåçàâè-ñèìûõ íåèíâîëþòèâíûõ èíòåãðàëà
F1 = R

n∑

i=1

Γi sin θi cosϕi, F2 = R
n∑

i=1

Γi sin θi sinϕi, F3 = R
n∑

i=1

Γi cos θi.

(73)Âåêòîð F ñ êîìïîíåíòàìè (F1, F2, F3) = F =
∑

Γiri (ri � ðàäèóñ-âåêòîð âèõðåé) íàçûâàåòñÿ ìîìåíòîì çàâèõðåííîñòè, åãî êîìïîíåíòûêîììóòèðóþò ñëåäóþùèì îáðàçîì:
{Fi, Fj} = 1

R
εijkFk. (74)Êàê è â ïëîñêîì ñëó÷àå, ìîæíî ðåäóöèîðîâàòü ñèñòåìó íà äâå ñòå-ïåíè ñâîáîäû, èñïîëüçóÿ èíâîëþòèâíûå èíòåãðàëû, íàïðèìåð F3 è F 2.Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿÏðåäëîæåíèå 9. Ñèñòåìà N âèõðåé íà ñ�åðå â ñëó÷àå FN =

=
∑N

i=1 Γiri 6= 0 äîïóñêàåò ðåäóêöèþ íà äâå ñòåïåíè ñâîáîäû ñ ïîìî-ùüþ êàíîíè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ ρi, ψi, çàäàþùèõñÿ ñîîòíîøåíèÿìè
ρi = |Fi+1|, tgψi =

ρi(F i+1, ri+1 × ri+2)

(ri+1 × F i+1, ri+2 × F i+1)
, i = 1, . . . , N − 2,

(75)ãäå Fi =
∑N

j=1 Γjrj, à ψi ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óãîë ìåæäó ïëîñêîñòÿìè
(Fi+1, ri+2) è (Fi+1, ri+1).Ïðåäëîæåíèå 10. Â ñëó÷àå FN =

∑N
i=1 Γiri = 0 ñèñòåìà (70)äîïóñêàåò ðåäóêöèþ íà òðè ñòåïåíè ñâîáîäû. Êàíîíè÷åñêèå ïåðåìåí-íûå ïðèâåäåííîé ñèñòåìû îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèåì (75) ïðè i =

= 1, . . . , N − 3.Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ äàëåå â ãëàâå ïðèâîäèòñÿ ÿâíûé âèä ðåäó-öèðîâàííûõ ñèñòåì ÷åòûðåõ âèõðåé íà ïëîñêîñòè è ñ�åðå è ñòðîÿòñÿñîîòâåòñòâóþùèå îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå ñì. ðèñ. 9 è 10.Äàëåå â ðàáîòå ïðîâîäèòñÿ èññëåäîâàíèå ïåðåõîäà ê õàîñó â çà-äà÷å î äâèæåíèè ÷åòûðåõ îäèíàêîâûõ âèõðåé íà ïëîñêîñòè. Â ÷àñòíî-ñòè ïîêàçàíî, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè ýíåðãèè ïàðàëëåëüíî ïðîèñõîäÿò äâàïðîöåññà:1. ýâîëþöèÿ è ðàçëè÷íûå áè�óðêàöèè óðîâíÿ ýíåðãèè, à ñëåäîâà-òåëüíî è ïîâåðõíîñòè íà êîòîðîé ñòðîèòñÿ ñå÷åíèå Ïóàíêàðå;2. ïîñòåïåííàÿ õàîòèçàöèÿ �àçîâîãî ïîðòðåòà (ñå÷åíèÿ Ïóàíêàðå)íà ýòîé ïîâåðõíîñòè.
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�èñ. 9. Îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðåäëÿ çàäà÷è ÷åòûðåõ âèõðåé íàïëîñêîñòè ïðè Γ1 = Γ2 = Γ3 =
= −1, Γ4 = 4. �èñ. 10. Îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðåäëÿ çàäà÷è ÷åòûðåõ âèõðåé ðàâ-íîé èíòåíñèâíîñòè íà ñ�åðå ïðè

D = 3.55.Ïðè ýòîì ïîêàçàíî, ÷òî õàîòèçàöèÿ �àçîâîãî ïîðòðåòà ñâÿçàíà ñíàëè÷èåì êàñêàäà áè�óðêàöèé óäâîåíèÿ ïåðèîäà. Äëÿ ýòîãî ïîñòðîåíàñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðîåêöèÿ äåðåâà áè�óðêàöèé óäâîåíèÿ íà ïëîñêîñòü
(E, q2). È ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ïðîõîæäåíèè êàñêàäà çíà÷åíèÿ êîý��è-öèåíòîâ ìàñøòàáíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñõîäÿòñÿ ê ïîñòîÿííîé Ôåéãåí-áàóìà δ = 8.721 . . ..Â äâåíàäöàòîé ãëàâå äèññåðòàöèè èññëåäóþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèåðåøåíèÿ â çàäà÷å î äâèæåíèè òðåõ è ÷åòûðåõ âèõðåé íà ïëîñêîñòè.Ïðè ýòîì íàèáîëåå ïîäðîáíî èññëåäóåòñÿ âîïðîñ î äâèæåíèè âèõðåé âíåïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùååÏðåäëîæåíèå 11. Ïóñòü γ(t) � ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå (ïåðèîäà
T ) ïðèâåäåííîé ñèñòåìû, òîãäà

1◦ ñóùåñòâóåò ñèñòåìà êîîðäèíàò, âðàùàþùàÿñÿ ðàâíîìåðíî ñíåêîòîðîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ Ωa âîêðóã öåíòðà çàâèõðåííîñòè, â êî-òîðîé êàæäûé âèõðü äâèæåòñÿ ïî íåêîòîðîé çàìêíóòîé êðèâîé ξi(t);
2◦ ÷àñòîòà âðàùåíèÿ Ωa çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (ñ òî÷íîñòüþäî 2π

T

p
q , p, q ∈ Z):

Ωa = 1
T

T∫

0

θ̇12(t)dt. (76)

3◦ Åñëè ÷àñòîòû Ωa è Ωo = 2π
T

ñîèçìåðèìû (ò. å. Ωa

Ωo

=
p
q , p, q ∈
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Z), òî âèõðè â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò òàêæå îïèñûâàþòçàìêíóòûå êðèâûå;

4◦ åñëè êàêèå-ëèáî èç êðèâûõ ξi(t) ïåðåâîäÿòñÿ äðóã â äðóãà ïî-âîðîòîì âîêðóã öåíòðà çàâèõðåííîñòè íà óãîë, ñîèçìåðèìûé ñ 2π,òî èìååòñÿ (âðàùàþùàÿñÿ) ñèñòåìà êîîðäèíàò, â êîòîðîé ñîîòâåò-ñòâóþùèå âèõðè äâèæóòñÿ ïî îäíîé è òîé æå êðèâîé.Â ðàáîòå ïðèâîäèòñÿ ðÿä îòíîñèòåëüíûõ õîðåîãðà�èé äëÿ ñèñòåìòðåõ è ÷åòûðåõ âèõðåé.Î÷åâèäíî,÷òî äëÿ êàæäîãî ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ñóùåñòâóåòñ÷åòíîå ÷èñëî îòíîñèòåëüíûõ õîðåîãðà�èé. Äåéñòâèòåëüíî, äîáàâèâ êñêîðîñòè âðàùåíèÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò âåëè÷èíó ñîèçìåðèìóþ ñ ÷à-ñòîòîé ïðèâåäåííîé ñèñòåìû, âíîâü ïîëó÷èì îòíîñèòåëüíóþ õîðåîãðà-�èþ. Òàê, äëÿ ñèñòåìû òðåõ âèõðåé âåñü íàáîð óãëîâûõ ñêîðîñòåé çà-äàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì
Ω(k)
m (E) = Ω

(0)
1 (E) + 3k

mΩ0(E), ãäå m ∈ N, k ∈ Z, (77)ïðè÷åì 3k è m âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà è Ω0(E) = 2π

T (E)
. Ïðè ýòîì÷àñòîòå Ω

(k)
m îòâå÷àåò õîðåîãðà�èÿ, çàìûêàþùàÿñÿ çà âðåìÿ mT . Äëÿðåøåíèÿ �îðÿ÷åâà ñèñòåìû ÷åòûðåõ âèõðåé àíàëîãè÷íîå ñîîòíîøåíèåèìååò âèä

Ω
(k)
2m(E) = Ω

(0)
2 (E) + k

mΩ0(E), ãäå m � íå÷åòíîå, k ∈ Z, (78)ïðè÷åì k è m âçàèìíî ïðîñòû, è Ω0(E) = 2π

T (E)
, ãäå T � ïåðèîä ðåøå-íèÿ �îðÿ÷åâà äëÿ ïðèâåäåííîé ñèñòåìû. Ýòà õîðåîãðà�èÿ çàìûêàåòñÿ÷åðåç âðåìÿ 2mT .Äàëåå â ðàáîòå ñòàâèòñÿ âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè àáñîëþòíûõ õî-ðåîãðà�èé â äèíàìèêå âèõðåé íà ïëîñêîñòè. Î÷åâèäíî, ÷òî àáñîëþòíûåõîðåîãðà�èè îïðåäåëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ

Ω(k)
m (E) = 0, (79)ãäå k, m � �èêñèðîâàíû, à E íåèçâåñòíàÿ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íà-õîæäåíèÿ àáñîëþòíûõ õîðåîãðà�èé äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü çàâèñèìî-ñòè ÷àñòîòû ïðèâåäåííîé ñèñòåìû è óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ñè-ñòåìû êîîðäèíàò â çàâèñèìîñòè îò ýíåðãèè ñèñòåìû âèõðåé. Äàííûåçàâèñèìîñòè áûëè ïîñòðîåíû äëÿ çàäà÷è òðåõ âèõðåé è öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûõ ðåøåíèé çàäà÷è ÷åòûðåõ âèõðåé. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ íà



40îñíîâàíèè àíàëèçà ïîëó÷åííûõ çàâèñèìîñòåé ñäåëàíî çàêëþ÷åíèå î ñó-ùåñòâîâàíèè ñ÷åòíîãî êîëè÷åñòâà àáñîëþòíûõ õîðåîãðà�èé â äàííûõçàäà÷àõ.Òðèíàäöàòàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà íîâîé ìîäåëè î äâè-æåíèè òî÷å÷íûõ âèõðåé íà ñ�åðå. Òðàäèöèîííî ðàññìàòðèâàåòñÿ ìî-äåëü âèõðÿ íà ñ�åðå, ñîñòîÿùàÿ èç ñîáñòâåííî ñàìîãî òî÷å÷íîãî âèõðÿè îáùåé ðàâíîìåðíîé çàâèõðåííîñòè ñ�åðû. Òàêàÿ ìîäåëü ñ÷èòàåòñÿáîëåå ¾�èçè÷íîé¿, òàê êàê íå ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ îñîáåííîñòåé âòî÷êàõ ïðîòèâîïîëîæíûõ ïîëîæåíèÿì âèõðåé. Îäíàêî òàêîé ïîäõîäïðàâîìåðåí ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ (ïîðÿäêà ðà-äèóñà ñ�åðû) ïðîèñõîäèò ïîñòåïåííîå çàòóõàíèå âðàùåíèÿ æèäêîñòèïî ìåðå óäàëåíèÿ îò âèõðÿ. Â ñëó÷àå êîãäà íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõâÿçêîñòüþ æèäêîñòè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, áîëåå âåðíîé ñòàíîâèòñÿ ìî-äåëü âèõðÿ, â êîòîðîé íå ââîäèòñÿ ðàâíîìåðíàÿ çàâèõðåííîñòü ñ�åðû.Ïðè ýòîì �óíêöèÿ òîêà îáëàäàåò äâóìÿ îñîáåííîñòÿìè â äèàìåòðàëü-íî ïðîòèâîïîëîæíûõ òî÷êàõ ñ�åðû, è ê êàæäîìó âèõðþ äîáàâëÿåòñÿàíòèïîäàëüíûé âèõðü ñ ðàâíîé ïî âåëè÷èíå è ïðîòèâîïîëîæíîé ïî çíà-êó çàâèõðåííîñòüþ. Òàêóþ ñèñòåìó âèõðü+àíòèïîä â äàëüíåéøåì ìûáóäåì íàçûâàòü àíòèïîäàëüíûì âèõðåì.Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ àíòèïîäàëüíûõ âèõðåé ÿâëÿþòñÿ ãàìèëüòî-íîâûìè ñ ãàìèëüòîíèàíîì
H = − 1

4π

N∑

i<k

ΓiΓk ln

(
tan2 γik

2

)
. (80)Òàê æå êàê â ñëó÷àå êëàññè÷åñêèõ òî÷å÷íûõ âèõðåé íà ñ�åðå, ïîìèìîãàìèëüòîíèàíà, ñèñòåìà (80) äîïóñêàåò èíòåãðàëû äâèæåíèÿ

F1 = R

N∑

i=1

Γi sin θi cosϕi = c1,

F2 = R

N∑

i=1

Γi sin θi sinϕi = c2,

F3 = R

N∑

i=1

Γi cos θi = c3,

(81)

Ñêîáêà Ïóàññîíà ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñîñêîáêîé çàäà÷è î äâèæåíèè N êëàññè÷åñêèõ òî÷å÷íûõ âèõðåé íà ñ�å-ðå (71). È äëÿ íåå ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ïðåäëîæåíèÿ.



41Ïðåäëîæåíèå 12. Ñèñòåìà N àíòèïîäàëüíûõ âèõðåé íà ñ�åðåâ ñëó÷àå FN =
N∑
i=1

Γiri 6=0 äîïóñêàåò ðåäóêöèþ íà äâå ñòåïåíè ñâîáî-äû ñ ïîìîùüþ ââåäåíèÿ êàíîíè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ ρi, ψi, çàäàâàåìûõñîîòíîøåíèÿìè
ρi = |Fi+1|, tgψi =

ρi(F i+1, ri+1 × ri+2)

(ri+1 × F i+1, ri+2 × F i+1)
, i = 1, . . . , N − 2,

(82)ãäå Fi � ìîìåíòû çàâèõðåííîñòåé ïîäñèñòåì i âèõðåé.Ïðåäëîæåíèå 13. Â ñëó÷àå FN =
N∑
i=1

Γiri = 0 ñèñòåìà (80)äîïóñêàåò ðåäóêöèþ íà òðè ñòåïåíè ñâîáîäû. Êàíîíè÷åñêèå ïåðåìåí-íûå ïðèâåäåííîé ñèñòåìû îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèåì (82) ïðè i =
= 1, . . . , N − 3.Äàëåå â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷è äâóõ è òðåõ àíòèïîäàëüíûõâèõðåé. Äëÿ çàäà÷è òðåõ àíòèïîäàëüíûõ âèõðåé óêàçàíû ïåðèîäè÷å-ñêèå ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ñòàöèîíàðíûì êîí�èãóðàöèÿì âèõðåé.È ïîñòðîåíû ñîîòâåòñòâóþùèå èì âåòêè áè�óðêàöèîííîé äèàíãðàììû.
1) Òîìñîíîâñêèå êîí�èãóðàöèè âèõðåé íà ñ�åðå îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåí-ñòâîì M1 = M2 = M3 = M . Íà ýòîé ïëîñêîñòè (D, h) òîìñîíîâ-ñêèì ðåøåíèÿì ñîîòâåòñòâóåò áè�óðêàöèîííàÿ êðèâàÿ âèäà

h(D) =

(
D

4R2
∑
ai −D

)a1+a2+a3

. (83)

2) �àâíîáåäðåííûå êîí�èãóðàöèè. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå àíòè-ïîäàëüíûõ âèõðåé ñóùåñòâóåò åùå òðè ñåìåéñòâà íåïîäâèæíûõ òî-÷åê, íå èìåþùèå àíàëîãîâ â ñëó÷àå êëàññè÷åñêèõ âèõðåé. Äàííûåñåìåéñòâà îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè
Mj = Mi, Mk = 4R2 −Mi, (84)Âûðàæåíèå äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ áè�óðêàöèîííûõ êðèâûõ èìååòâèä

h(D) =

(
ΓiΓj(4R

2 − ΓkD)

Γk(4R
2(Γi + Γj) − ΓiΓjD)

)ai+aj−ak

. (85)
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3) Êîëëèíåàðíûå êîí�èãóðàöèè Êîëëèíåàðíîé êîí�èãóðàöèåé íàñ�åðå íàçûâàåòñÿ êîí�èãóðàöèÿ âèõðåé íà áîëüøîì êðóãå ñ�åðû,âðàùàþùàÿñÿ ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ âîêðóã îñè, ðàñ-ïîëîæåííîé â ïëîñêîñòè ýòîãî êðóãà, òàê ÷òî ðàññòîÿíèÿ ìåæäóâèõðÿìè ïîñòîÿííû. Óñëîâèÿ äëÿ êîëëèíåàðíûõ êîí�èãóðàöèé íàñ�åðå èìåþò âèä

2(M1M2 +M1M3 +M2M3) − (M2
1 +M2

2 +M2
3 ) − M1M2M3

R2
= 0,

∑

<i,j,k>

Γi(2R
2(Mi −Mj −Mk) +MjMk)

(Mj −Mk)(4R
2 −Mj −Mk)

MjMk(4R
2 −Mj)(4R

2 −Mk)
= 0,

(86)ãäå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî öèêëè÷åñêèì ïåðåñòàíîâêàì èíäåê-ñîâ.Êðèâûå, îïðåäåëÿþùèå çàâèñèìîñòü h(D) äëÿ êîëëèíåàðíûõ êîí-�èãóðàöèé, ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû ëèøü ÷èñëåííî. Îíè èìåþò äî-ñòàòî÷íî ñëîæíóþ �îðìó.Â êîíöå ãëàâû ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîëíàÿ áè�óðêàöèîííàÿ äèà-ãðàììà ñèñòåìû òðåõ àíòèïîäàëüíûõ âèõðåé.
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