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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 

Актуальность темы. К гетерогенным средам и стержневым системам относятся 
распространенные в природе, а также искусственно созданные и широко используемые в 
технике и строительстве композиционные материалы. Стержневые системы в виде пуч-
ков стержней и труб теплообменного оборудования широко используются в энергетике и 
теплотехнике.  

Набор упругих, прочностных, теплотехнических и других физико-механических 
свойств гетерогенных сред, материалов и стержневых (трубных) конструкций во многом 
определяет их основные эксплуатационные характеристики. К весьма важным свойствам 
гетерогенных сред, композитных материалов и многоэлементных технических систем и 
конструкций относятся эффективная проводимость. Большое число исследований связано 
с изучением теплофизических, электрофизических, диффузионных, магнитных и ме-
ханических свойств материалов, в том числе и при взаимном влиянии различных физиче-
ских полей. Возможность изменения в широких пределах физико-механических свойств и 
геометрических параметров компонентов, составляющих гетерогенную среду, позволяет 
создавать материалы с необходимым набором служебных характеристик. Необходимость 
определения эффективных свойств гетерогенных сред, а также возможность целенаправ-
ленного конструирования композиционных материалов вызвала большое количество как 
экспериментальных, так и теоретических работ в области механики многофазных (много-
компонентных) сред и композитов.  

Проблемы вычисления эффективной проводимости таких материалов представляют 
как научный, так и практический интерес, и привлекают непрерывное внимание исследо-
вателей. Это связано с тем, что, во-первых, такие неоднородные среды существенно отли-
чаются от однородных и регулярно-неоднородных сред, что приводит к дополнительным 
математическим трудностям при описании таких систем; во–вторых, с возможностью по-
лучения результатов для практического применения. 

В настоящее время во всем мире наблюдается существенное увеличение объемов ис-
пользования композиционных материалов в изделиях авиационно-космической отрасли, 
машиностроения, энергетики и других отраслей техники, обусловленное их экономической 
эффективностью.  

В связи с этим на сегодняшнем этапе развития математическое моделирование про-
цессов проводимости гетерогенных сред различной структуры, включающих инерционную 
проводимость в динамических процессах наряду с традиционными понятиями стационар-
ной теплопроводности, электропроводности, диэлектрической, магнитной и фильтрацион-
ной проницаемости, остается актуальным.  
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Целью данной работы являлась разработка математических моделей обобщенной 
проводимости, введение инерционной проводимости в теорию обобщенной проводимости, 
верификация численными методами и определение условий применимости моделей. 

Для достижения цели решены следующие задачи.   
• Разработана математическая модель обобщенной проводимости гетерогенных сред 

различной структуры, включающая инерционную проводимость в колебательно-
волновых процессах, теплопроводность, электропроводность, диэлектрическую, 
магнитную и фильтрационную проницаемость в стационарных и динамических 
процессах.  

• Выполнено математическое моделирование задач обобщенной проводимости двух-
компонентных гетерогенных сред и получены результаты численных расчетов на 
примере эффективной теплопроводности трансверсально анизотропных пучков 
стержней и труб в теплоносителе. 

• Определена точность и условия применимости аналитических моделей, основанных 
на аналогии между инерционной проводимостью и эффективной теплопроводно-
стью дисперсных сред. 

• Разработана модель эффективной теплопроводности полидисперсных и трехкомпо-
нентных сред и исследовано влияние случайных отклонений стержней пучков от ре-
гулярной решетки на эффективную теплопроводность. 

 Научная новизна и практическая значимость работы  
• Теоретически обосновано понятие инерционной проводимости (эффективной дина-

мической плотности) и включено в класс традиционных задач обобщенной прово-
димости гетерогенных сред. 

• Усовершенствована и уточнена термомеханическая аналогия, позволяющая на осно-
ве формулы для инерционной проводимости (динамической плотности дисперсных 
сред) определять эффективную теплопроводность (термическое сопротивление) и 
другие свойства обобщенной проводимости гетерогенных сред. 

• Впервые получены новые результаты прямых численных расчетов эффективной те-
плопроводности пучков цилиндрических стержней и труб, образующих квадратную, 
прямоугольную и треугольную решетку, а также пучков эллиптических стержней, 
образующих трансверсально анизотропную систему.  

• Установлены пределы применимости известных и вновь разработанных математи-
ческих моделей обобщенной проводимости.   

• Усовершенствована математическая модель эффективной теплопроводности и про-
ницаемости при динамической фильтрации жидкости в системах с цилиндрически-
ми, сферическими и эллипсоидальными включениями. 

• Получены зависимости для обобщенной проводимости трехфазной среды. 
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Результаты исследования могут быть использованы при расчете эффективных свойств 
(процессы тепло- и электропроводности, диэлектрической, магнитной и фильтрационной 
проницаемости, инерционной и акустической проводимости) различных композитных ма-
териалов. В технологии тяжелых жидко-металических теплоносителей при процессах за-
морозки и разморозки теплоносителя. При разработке изоляционных материалов. 

Основные положения, выносимые на защиту 
• Разработанная математическая модель эффективной проводимости гетерогенных 

сред. 
• Результаты численных расчетов эффективной теплопроводности пучков стержней и 

труб при различных геометрических параметрах. 
• Результаты численных расчетов эффективной теплопроводности при случайных от-

клонениях стержней от узлов правильной квадратной решетки.  
• Полученные замыкающие соотношения для форм-фактора, определяющие обоб-

щенную проводимость гетерогенных сред различной структуры. 
• Полученные зависимости для обобщенной проводимости трехфазной среды. 

Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения, пяти глав, заключения 
и библиографии. Работа изложена на 109 страницах, содержит 49 рисунков, 10 таблиц и 
список цитируемой литературы из 94 наименований. 

Апробация работы. Основные положения работы докладывались и обсуждались на 
следующих научных семинарах, совещаниях, конференциях: Отраслевая конференция  
«Теплофизика-2005» (г. Обнинск, 2005 г.); «Теплофизика-2006» (г. Обнинск, 2006 г.); 4-ая 
Российская национальная конференция по теплообмену "РНКТ-4" (Москва, 2006 г.); 13-ая 
Международная конференция по теплообмену “IHTC-13” (Сидней, Австралия, 2006 г.); 5-
ая Международная научно-техническая конференция «Обеспечение безопасности АЭС с 
ВВЭР» (Москва, 2007 г.); 16-ая Леонтьевская школа-семинар молодых ученых и специали-
стов "Проблемы газодинамики и тепломассообмена в энергетических установках" (Санкт-
Петербург, 2007 г.); 4-ая Международная конференция «Materials for HLM Cooled Reactors 
and related technologies» (Рим, Италия, 2007 г.); конференция «Безопасность АЭС и подго-
товка кадров - 2007» (Обнинский Государственный технический университет атомной 
энергетики, г. Обнинск, 2007 г.); межведомственный семинар «Теплофизика – 2007» (г. 
Обнинск, 2007 г.). 

Публикации. По теме диссертации опубликовано 8 работ в научных журналах и 
сборниках трудов Международных и Российских конференций, совещаний и семинаров, в 
том числе 2 статьи в рецензируемых журналах. 

 



ОСНОВНОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 

Во введении обоснована актуальность темы обобщенной проводимости гетерогенных 
сред, определены цели и задачи исследования. Рассмотрена научная новизна и практиче-
ская значимость работы. Сформулированы основные положения, выносимые на защиту. 

В первой главе рассмотрены традиционные задачи обобщенной проводимости ге-
терогенных сред. Первые теоретические работы связаны с именами Максвелла, Рэлея, 
Маккензи, Макфедрана, Перинса. При исследовании эффективной теплопроводности, 
электропроводности, диэлектрической и магнитной проницаемости, фильтрационной 
проницаемости и диффузии в неоднородных (гетерогенных) средах было предложено 
значительное количество методов, приемов приближенного решения задач, эмпири-
ческих и полуэмпирических формул и т. д. Многие результаты забывались и неодно-
кратно переоткрывались в разное время и в разных странах. Долгое время в данной 
области отсутствовала единая концепция, общий метод анализа физико-механических 
свойств, и отмечалась информационная перенасыщенность. В такой ситуации возни-
кает стремление к обобщению материала и выработке общих подходов к проблеме. 
Наибольшее число таких работ опубликовано в период с 1960-1980 г.г., показана пер-
спективность методов теории обобщенной проводимости в сочетании с геометриче-
ским моделированием структуры для расчета теплопроводности неоднородных сред.  

Основная задача, решаемая с помощью теории обобщенной проводимости, сводится к 
установлению эффективных характеристик гетерогенных систем по известным свойст-
вам фазовых составляющих и ряду сведений об их структуре.  

Известно, что существует группа физических процессов, которая описывается 
уравнениями типа 

 А =σ  В,          (1) 

где А, В — некоторые векторные величины, σ  — коэффициент переноса либо другой 
физический параметр материала. 

В столбцах 2 и 4 табл. 1 записаны уравнения такого типа. Они связывают тепловой 
поток jqi и градиент температуры T∇ i; плотность электрического тока jei и градиент по-
тенциала φ∇ , электрическую индукцию Di и напряженность электрического поля Еi; маг-

нитную индукцию Вi и напряженность магнитного поля Нi; диффузионный поток jmi и гра-
диент концентрации С∇ i и т.д. Следовательно, определение теплопроводности λ , элек-
тропроводности δ , магнитной проницаемости μ , коэффициент диффузии D и некоторых 

других физических свойств гетерогенных систем можно свести к определению так назы-
ваемого обобщенного коэффициента проводимости σ . Структура последнего будет оди-
накова, если уравнения и условия однозначности (столбцы 2-4), описывающие данные 
явления, имеют одинаковый вид. 
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Таблица 1 

Определение коэффициентов переноса 

Физическое свой-
ство материала 

Уравнения для 
однородной сре-

ды 

Граничные усло-
вия на поверхно-
сти раздела сред 
(компонентов) 

Уравнения для 
гетерогенной 
системы 

Теплопроводность 
λ  

jqi= - λ i ∇ Ti

div jqi = 0 n
T

n
T i

i
i

i ∂
∂

=
∂
∂ −

−
1

1λλ  
<jq>= - *λ ∇ <T> 
div <jq> = 0 

Электропроводность 
δ  

jei = -δ i ∇ φ i

div jei = 0 nn
i

i
i

i ∂
∂

=
∂
∂ −

−
1

1
φ

δ
φ

δ  
<je> = - *δ ∇ <φ > 

div <je> = 0 
Диэлектрическая 
проницаемостьε  

Di = -ε i ∇ φ i

div Di = 0 nn
i

i
i

i ∂
∂

=
∂
∂ −

−
1

1
φ

ε
φ

ε  
<D> = - *ε ∇ <φ > 

div <D> = 0 
Магнитная прони-
цаемость μ  

Bi = μ  Нi 

div Bi = 0 nn
i

i
i

i ∂
∂

=
∂
∂ −

−
1

1
φ

μ
φ

μ  
<B> = - *μ <Н> 

div <B> = 0 

Диффузия D 
jim = -Di ∇Сi 

div jim = 0 n
CD

n
CD i

i
i

i ∂
∂

=
∂
∂ −

−
1

1  
jm = -D* ∇ <С> 

div <jm> = 0 

В силу эквивалентности математических уравнений, описывающих закономер-
ности рассматриваемых процессов электро- и теплопроводности, диэлектриче-
ской, магнитной и фильтрационной проницаемости, для иллюстрации путей уста-
новления эффективных характеристик подобных материалов достаточно рассмотреть 
какой-нибудь один из них, например, прохождение в них теплового потока. 

В этом случае приводятся известные результаты исследований эффективной тепло-
проводности. В частности формула Максвелла для гетерогенных сред со сферическими 
включениями: 

( ) (
( )

)
ϕϕ

ϕϕ
λ
λ

−Λ++
+Λ+−

=
12

2112*

,       (2) 

где λλ /0=Λ , λ  - теплопроводность сплошной среды, 0λ  - теплопроводность включе-

ний, ϕ  - объемная концентрация включений. 

Наиболее полное решение, учитывающее как объемную концентрацию, так и распо-
ложение сферических включений в узлах решеток различных типов, получено в работах 
Маккензи, Мак Федрана и Перинса 
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....

7
8
1

5
6
1

1
2

31

6
1

314
1

310

*

+
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+Λ

+Λ
−

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+Λ

−Λ
−−−

−Λ
+Λ

+=

ϕϕϕαϕ

ϕ
λ
λ

cbf

 (3) 

где 

6
4

37
2

323

2

3
311

2

5
6
1

1
3
4

5
6
1

5
6
11

ϕϕ

ϕϕ

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+Λ

−Λ
−−

−Λ

+Λ

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+Λ

−Λ
+

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+Λ

−Λ
+

=

cb

cc

f . (4) 

Сравнение формул (2) и (3) проиллюстрировано на рис. 1. 

 
Рис. 1 Зависимость эффективной теплопроводности гетерогенной среды от концен-
трации непроводящих сферических включений, образующих простую кубическую 

решетку (ПКР) 

Аналогичные исследования были выполнены для гетерогенных сред с цилиндриче-
скими включениями. Формула Максвелла для эффективной теплопроводности в направле-
нии, перпендикулярном осям цилиндрических включений, имеет вид 

( ) (
( ) (

)
)ϕϕ

ϕϕ
λ
λ

−Λ++
+Λ+−

=
11
11*

. (5) 

В последующих исследованиях Рэлея, Рунге, Перинса были получены зависимости, 
направленные на уточнение этой формулы. Для квадратной и гексагональной решеток ци-
линдров формулы имеют соответственно вид: 
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⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+Λ
−Λ

−
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+Λ
−Λ

−−
−Λ
+Λ

+=

4

8
2

4
1

*

1
11

1
1

1
1

21

ϕ
ϕ

ϕϕ

ϕ
λ
λ

b
c

ab

, (6)  

 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+Λ
−Λ

−
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+Λ
−Λ

−−
−Λ
+Λ

+=

6

12
2

6
1

*

1
11

1
1

1
1

21

ϕ
ϕ

ϕϕ

ϕ
λ
λ

b
c

ab

. (7) 

Сравнение формул (5) и (6) проиллюстрировано на рис. 2. 

 
Рис. 2 Зависимость эффективной теплопроводности гетерогенной среды от концен-

трации непроводящих цилиндрических включений в квадратной решетке 

Известны также результаты исследований и формулы для эффективной теплопровод-
ности общего вида, включающие в себя фактор формы включений. Так, например, форму-
ла 

( )
( )ϕ

ϕ
λ
λ

11
11*

−+
Λ−−

=
k

k
, (8) 

описывает эффективную теплопроводность гетерогенных сред без конкретизации 
формы включений, где фактор формы  для сферических включений имеет вид k

Λ+
=

2
3k . (9) 
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 Во второй главе исследуется понятие эффективной динамической плотности дис-
персной среды, вводимое в теорию обобщенной проводимости. В настоящей работе дис-
персная среда рассматривается как псевдооднородный континуум, обладающий эффектив-
ными динамическими свойствами. При таком подходе эффекты, связанные с межфазным 



взаимодействием, учитываются с помощью эффективных свойств, при получении которых 
это взаимодействие рассматривается на уровне ячейки, содержащей одно включение, ок-
руженное несущей жидкостью.  

 Если бы при динамических воздействиях на дисперсную среду включения были не-
подвижными относительно несущей жидкости, то плотность дисперсной  среды, незави-
симо от характера её движения, определялась бы по правилу смесей: 

( )ρ ρ ϕ ρ ϕсм = − +1 0 ,        (10) 

где ϕ - объёмная концентрация включений, ρ, ρ0 – плотность жидкости и материала вклю-
чений. 

В общем же случае скорость включений при колебаниях дисперсной среды отлича-
ется от скорости несущей жидкости. Если плотность включений будет больше плотности 
жидкости, то, из-за их большой инерционности,  колебательная скорость включений будет 
меньше скорости жидкости. Наоборот, в случае, когда плотность включений будет меньше 
плотности несущей жидкости, колебательная скорость включений должна быть больше 
скорости жидкости. 

Если жидкость под действием внешних сил совершает колебательное движение, то 
находящиеся в жидкости частицы также будут совершать колебания с той же частотой, но 
с отличающейся амплитудой. Собственно, возникающее в дисперсной среде относитель-
ное колебательное движение и, соответственно, динамическое  взаимодействие жидкости и 
частиц-включений, обуславливает необходимость введения эффективных динамических 
свойств. При континуальном описании динамики дисперсных сред силы межфазного 
взаимодействия становятся внутренними и не входят в уравнение движения. Вместо этого 
в уравнения входят эффективные динамические свойства дисперсных сред. 

Следует отметить, что такой подход имеет смысл, когда относительные перемеще-
ния частиц-включений и жидкости в процессе колебаний дисперсной среды малы по срав-
нению с характерным масштабом неоднородности – размерами частиц или расстоянием 
между частицами. В этом случае можно считать, что представительный объем дисперсной 
среды содержит одни и те же частицы и одну и ту же жидкость. Обозначим скорость 
включения в представительном объеме V(t). Скорость центра масс представительного объ-
ёма дисперсной среды (или элементарной ячейки с одним включением) будет отличаться 
от скорости геометрического центра этого объёма, т.е. от скорости  дисперсной среды U(t). 

Выделив в колеблющейся дисперсной среде ячейки, каждая из которых содержит по 
одному включению, определим импульс ячейки. При континуальном описании движения 
дисперсной среды со скоростью геометрического центра ячейки (или представительного 
объема)  U(t) ее эффективная динамическая плотность определяется следующим образом. 
С одной стороны, импульс представительного  объёма дисперсной среды (ячейки) записы-
вается в виде: 
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( ) ( )I t U t G= ∗ρ ,         (11)  

где ρ∗- искомая эффективная динамическая плотность, которую необходимо выразить че-
рез известные геометрические и физические свойства фаз. 

С другой стороны, импульс I(t) состоит из двух составляющих — импульса включе-

ний  0I

 11

GI V0 0= ρ ϕ ,         (12) 

и импульса жидкости If , который можно записать как  

( )I u r t df = ∫ρ , 3r ,        (13) 

где локальная скорость жидкости в ячейке u(r,t) является функцией микрокоординат r. Ин-
тегрирование должно проводится по объёму жидкости, находящейся в объёме ячейки, и 
равному ( )1 − ϕ G . Импульс жидкости If  можно выразить через “интегральные” характери-

стики гетерогенной среды. В самом деле, импульс If  связан со скоростью движения центра 
масс жидкости U*, находящейся в объёме G, формулой 

( )I Uf = −∗ρ ϕ1 G ,        (14) 

Скорость центра масс жидкости в ячейке U * связана со скоростью ячейки U и ско-
ростью включения V  соотношением 

( ) ϕ−=ϕ−∗ VUU 1 ,             (15) 

вытекающем из правила для статических моментов масс.    
На рис. 3. схематично показаны скорости и смещения элементарной ячейки  дис-

персной среды, центра масс жидкости и центра массы включения в случаях, когда плот-
ность включений меньше (а)  и  больше (б)  плотности жидкости. 

U*

U
V

 

V

U

U*

a б 

 
Рис. 3. Схема движения элементарной ячейки дисперсной среды с легким (а) и 

тяжелым (б) включением 
 



Из формулы (15) следует: 

ϕ
ϕ

−
−

=∗

1
VUU .         (16) 

Таким образом, искомые значения импульсов жидкости и включений равны: 

( GVUI f )ϕρ −= ,        (17) 

GVI ϕρ00 = .         (18) 

Сопоставляя выражение (11) с суммарным импульсом гетерогенной среды 
, запишем: I I If= + 0

ϕρϕρρ
U
V

U
V

01 +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=∗

.       (19) 

Подставляя в зависмость (19) формулу для отношения скоростей включений и дис-
персной среды 

γ
γ

+Δ
+

=
1

U
V

,           (20)  

получим  

( )ϕ
γ
γ

ρ
ρ 111 −Δ

+Δ
+

+=
∗

.        (21) 

Формула (21) даёт искомую эффективную динамическую плотность дисперсной сре-
ды, образованной жидкостью и свободно взвешенными в ней недеформируемыми включе-
ниями. Эффективная динамическая плотность, как видно из формулы (21), зависит от гео-
метрических характеристик включений γ, ϕ  и физических свойств фаз ρ, ρ0. 

В предельном случае эффективная динамическая плотность гетерогенных сред с не-
подвижными включениями ( ) выражается формулой  ∞=Δ

( )ϕγ
ρ
ρ

++=
∗

11 .         (22) 

Таким образом, для определения эффективной динамической плотности дисперсной 
среды или гетерогенной системы с множеством однотипных элементов кроме обычно из-
вестных параметров – плотности жидкости и включений, объемной концентрации включе-
ний, нужно знать коэффициент или, для анизотропных сред и систем, – тензор коэффици-
ентов присоединенной массы γ. 

Присоединенная масса жидкости для сферических включений дисперсной среды:  

( )ϕ
ϕγ

−
+

=
12

21
.         (23) 

Присоединенная масса жидкости для редких пучков стержней: 
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ϕ
ϕγ

−
+

=
1
1

          (24) 

Присоединенные массы в случае тесных пучков стержней, рассчитанные с использо-
ванием модели микроячеек для треугольной и квадратной упаковки: 

ϕ
ϕπ

π
γ +

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅

−
⋅

−
=Δ

1
121

2
1

26 tg
X

arctg
X

,     (25) 

ϕ
ϕπ

π
γ +

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅

−
⋅

−
=

1
81

2
1

24 tg
X

arctg
XП .     (26) 

Для минимально возможной присоединенной массы включений коэффициент при-
соединенной массы выражается формулой 

ϕ
ϕγ
−

=
1 .           (27) 

В этом случае эффективная динамическая плотность будет равна: 

ρϕϕρ
ρρρ

+−
=

)1(
*

0

0 .        (28) 

Выведя из выражения (21) формулу для вычисления присоединенной массы непро-
водящих включений:   

1
1

*

*

−
−

=
ϕ

λ
λ

λ
λ

γ           (29) 

получим уточненные формулы для коэффициента присоединенной массы сфериче-
ских и цилиндрических включений в простой кубической решетке (ПКР), объемно центри-
рованной решетке (ОЦР) и гранецентрированной решетке (ГЦР). Ниже на рис. 4 и рис. 5 
приведены зависимости форм-фактора присоединенной массы от объемной концентрации, 
вычисленные по формуле (29) с помощью значений эффективной теплопроводности, по-
лученных с  использованием формул (3), (6) и (7). 

 
Рис. 4. Зависимости форм-фактора присоединенной массы от объемной концен-

трации: а) – сферы в ПКР, б) – сферы в ГЦР 
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Рис. 5. Зависимости форм-фактора присоединенной массы от объемной концен-

трации: а) – цилиндры в ПКР, б) – цилиндры в ГЦР 

Используя полученные зависимости (рис. 4, 5) и учитывая предельную концентра-
цию, получены уточненные формулы для сферических включений в ПКР, ОЦР и ГЦР:  

)2,11(2
7,11

ϕ
ϕγ

−
+

= - для ПКР;        (30) 

)05,11(2
96,11

ϕ
ϕγ

−
+

= - для ОЦР;        (31) 

)04,11(2
92,11

ϕ
ϕγ

−
+

= – для ГЦР.        (32) 

 На рис. 6 приведены полученные аппроксимирующие зависимости коэффициента 
присоединенной массы. 

 

Рис. 6. Уточненные зависимости коэффициента присоединенной массы 
для сферических включений в решетках трех типов 
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В третьей главе рассматривается термо-механическая аналогия (ТМА), относящаяся 
к обобщенной проводимости гетерогенных сред, к динамике гетерогенных сред и их эф-
фективным инерционным свойствам. ТМА позволяет моделировать поля скоростей иде-
альной жидкости, определять эффективные инерционные свойства (эффективную динами-
ческую плотность) с помощью аналоговых моделей по их эффективным электрическим 
(термическим) свойствам. Метод ТМА оказывается весьма полезным инструментом для 
определения эффективной динамической плотности гетерогенных сред по известным дан-
ным об эффективной электро-теплопроводности гетерогенных материалов. 

Сущность ТМА заключается в следующем. Если гетерогенная среда образована иде-
альной жидкостью и содержащимися в ней бесконечно инерционными и, следовательно, 
неподвижными включениями, то приведенная в движение жидкость  представляет собой 
динамическую «фильтрацию» через ансамбль тел-препятствий. Для электропроводящего 
гетерогенного материала аналогичная «фильтрация» электрического тока будет происхо-
дить в том случае, когда включения имеют нулевую электропроводность. При этом, кроме 

подобия поля скорости  и плотности тока  на макроуровне гетерогенных сред, будет 
соблюдено подобие поля скорости и плотности электрического тока на микроуровне, т.е. 
на уровне обтекания отдельных включений (рис. 7).  

V J

         
    а)      б) 
Рис. 7. Линии тока жидкости (идентичные линиям теплового потока) для слу-

чая 0ρ > ρ  ( λλ <0 ) (а) и  0ρ < ρ  ( λλ >0 ) (б) 

Таким образом, на основании ТМА результаты многочисленных исследований эф-
фективных электротермических свойств гетерогенных материалов могут быть непосредст-
венно применены к расчету эффективной динамической плотности. Также верно и обрат-
ное. В частности, используя формулу  

( )ϕγρρ ++=∗ 11  (33) 

для эффективной плотности гетерогенных сред с неподвижными сферическими включе-
ниями, получаем выражение для эффективной теплопроводности материала с непроводя-
щими сферическими включениями. 
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21
1

ϕ
ϕ

ρ
ρ

λ
λ

+
−

==
∗

∗

 (34) 

В четвертой главе описывается методика проведения численных расчетов эффек-
тивной теплопроводности пучков цилиндрических стержней и труб, образующих квадрат-
ную, прямоугольную и гексагональную треугольную решетку, а также пучков эллиптиче-
ских стержней, образующих трансверсально анизотропную систему. Приводятся конечные 
результаты численного моделирования эффективной теплопроводности в виде таблиц и 
графических зависимостей. Некоторые из них показаны на рис. 8 – 17. 

    
Рис. 8. Конечноэлементная сетка и рассчитанный тепловой поток через ячейку 

 
Квадратная решетка цилиндрических стержней. 
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Рис. 9. Зависимости эффективной теплопроводности  *λ

от относительного шага dS 2  и объемной концентрации стержней ϕ  
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Рис. 10. Зависимости эффективной теплопроводности  *λ

от относительного шага dS 2  и объемной концентрации стержней ϕ  

 
Цилиндры в треугольной решетке. 
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Рис. 11. Зависимости эффективной теплопроводности  *λ
от объемной концентрации стержней ϕ  
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Трубы в треугольной решетке. 
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Рис. 12. Зависимости эффективной теплопроводности  *λ
от объемной концентрации стержней ϕ и относительного шага 
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Прямоугольная решетка стержней. 

 

 
Рис. 13. Зависимости отношения эффективной теплопроводности прямоуголь-
ной ячейки  к эффективной теплопроводности квадратной ячейки  от 

отношения относительных шагов 
п

*λ к
*λ

21 XX  
 

Квадратная решетка эллиптических цилиндров 
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Рис. 14. Зависимости эффективной теплопроводности от отношения полуосей 

эллипса ba  для объемной концентрации 21,0=ϕ  
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Рис. 15. Зависимости эффективной теплопроводности от отношения полуосей 

ba эллиптических цилиндров для объемной концентрации 125,0=ϕ  
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Рис. 16. Зависимости эффективной теплопроводности от отношения полуосей 

эллипса ba для объемной концентрации 031,0=ϕ  
 

Сравнение результатов 

 
Рис. 17. Сравнение результатов:  - квадратная решетка, численные ре-

шения автора;  - треугольная решетка, численные решения автора;  - квад-
ратная решетка, численные решения Шмида;   - треугольная решетка, чис-

ленные решения Шмида 

Из графиков на рис. 17 видно, что при малых и умеренных концентрациях 
включений эффективная теплопроводность неплохо описывается формулой Мак-
свелла, хорошо согласуется с результатами численных расчетов Шмида и нашими 
численными расчетами. С увеличением концентрации включений численные рас-
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четы уточняют формулы (35, 36) для эффективной теплопроводности в случае ге-
терогенного материала с достаточно высокой концентрацией цилиндрических 
включений, образующих правильную треугольную или квадратную решетку: 
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Влияние случайных отклонения цилиндрических стержней в квадратной упа-
ковке на эффективную теплопроводность 

Для определения влияния случайных отклонений цилиндров от своего нор-
мально положения в правильной квадратной решетке на эффективную теплопро-
водность был произведен комплекс расчетов псевдослучайно сгенерированных ре-
шеток для ряда выбранных значений концентрации.  

Построение решеток с псевдослучайно расположенными стержнями осуще-
ствлялось путем задания двухкомпонентного случайного смещения стержня от узла 
правильной решетки. Каждая из компонент смещения вычислялась с помощью 
программного генератора равномерно распределенных случайных чисел с услови-
ем не пересечения границ цилиндров.  

Для каждой из выбранных концентраций включений =ϕ 0,2; 0,39; 0,5; 0,64; 

0,73 генерировалось по 20 случайных матриц смещений, производилось построение 
двухмерной модели и расчет её эффективной теплопроводности.  

 
Рис. 18. Изотермы в среде со смещенными цилиндрами (а), влияние сме-

щений на эффективную теплопроводность (б). 

На рис. 18, б сплошной линией показаны значения эффективной теплопровод-
ности для правильной квадратной упаковки цилиндров, штриховой линией – мини-
мальные значения эффективной теплопроводности для всей выборки, пунктирной 
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линией – обобщенная формула (5). Как показали численные расчеты, наибольшее 
отклонение эффективной теплопроводности пучков с псевдослучайным располо-
жением стержней от теплопроводности пучков с регулярной решеткой, имеет место 
при концентрации включений 0,5-0,65 и составляет 6-7% . 

В пятой главе исследуется динамика полидисперсной и трехфазной гетеро-
генной среды, образованной сплошной средой и включениями существенно раз-
личных размеров (полидисперсные среды) с различными физическими свойствами 
(трехфазные среды). Рассмотрены частные случаи сред с цилиндрическими и сфе-
рическими включениями различной плотности и теплопроводности, дающими оп-
ределенное представление о степени влияния немонодисперсности, многофазности 
или кластеризации на динамическую плотность и эффективную теплопроводность 
(обобщенную проводимость) гетерогенных сред. 

Для полидисперсной или трехкомпонентной среды, состоящей из крупных и 

мелких частиц с плотностью  и несущей жидкости с плотностью 0ρ ρ , получена 

формула для эффективной плотности: 
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где  - эффективная плотность гетерогенной среды, образованной жидкостью и 

мелкодисперсными включениями. Формула (37) в точности соответствует формуле 
для динамической плотности однородных дисперсных сред со сферическими 
включениями, в которой, однако, вместо плотности сферических включений стоит 
динамическая плотность дисперсной среды в сферических кластерах, а вместо 
плотности жидкости – динамическая плотность окружающей кластеры дисперсной 
среды.  

*
2ρ

Из ТМА следует, что аналогичная зависимость имеет место и для 
эффективной теплопроводности (удельного термического сопротивления) ячеисто-
неоднородных сред. Таким образом, эффективная теплопроводность ячеисто 
неоднородной (кластерной) гетерогенной среды определяется по формуле 
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где  – эффективная теплопроводность сферического объема сплошной среды, ко-

торый находится в сплошной жидкой среде с эффективной теплопроводностью . 

*
1λ

*
2λ

Согласно  термомеханической аналогии, такой же формулой определяется 
эффективное удельное термическое сопротивление  (обобщенная проводимость) 
трехфазной среды при замене в ней плотностей на соответствующие удельные тер-
мические сопротивления компонентов. 

ОСНОВНЫЕ ВЫВОДЫ 

По материалам проведенного исследования обобщенной проводимости гете-
рогенных сред сформулированы следующие основные выводы. 

1. На основании анализа известных моделей проводимости и динамики 
гетерогенных сред, а также результатов собственных исследований, обосновано 
введение инерционной проводимости (динамической плотности) в понятие обоб-
щенной проводимости гетерогенных сред. Установлена аналогия между инерцион-
ной проводимостью (динамической плотностью) жидких дисперсных сред и эф-
фективной теплопроводностью (удельным термическим сопротивлением) и други-
ми свойствами обобщенной проводимости гетерогенных сред. 

2. Результаты численного моделирования подтвердили термомеханиче-
скую аналогию и эквивалентность формул для инерционной проводимости (дина-
мической проводимости) и эффективной теплопроводности (термического сопро-
тивления) сред с цилиндрическими включениями.  

3. На основе результатов численных расчетов получены замыкающие со-
отношения для форм-фактора, определяющего обобщенную проводимость гетеро-
генных сред различной структуры. 

- Показано, что аналогия между динамической плотностью и термиче-
ским сопротивлением гетерогенных сред является точной только в случае, когда 
отношение плотностей включений и сплошной среды много больше единицы, а от-
ношение теплопроводностей соответственно много меньше единицы. 

- В общем случае произвольных свойств включений термомеханическая 
аналогия имеет ограничения. 

4. В результате численного моделирования установлена граница области 
применимости термомеханической аналогии между эффективной теплопроводно-
стью и инерционной проводимостью дисперсных сред с цилиндрическими включе-
ниями. 

5. На основании численных расчетов показано, что случайные отклоне-
ния цилиндрических стержней в квадратной упаковке приводят не более чем к 6% 
изменению обобщенной проводимости (теплопроводности). 
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6. На основании термомеханической аналогии получена зависимость, по-
зволяющая вычислять обобщенную проводимость полидисперсной и трехфазной 
гетерогенной среды. 
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