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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 

Актуальность работы 

Моделирование процессов, протекающих в частично ионизованной 

многокомпонентной плазме, находящейся в магнитном поле, является 

актуальной задачей при разработке и оптимизации различных газораз-

рядных приборов и устройств, использующих низкотемпературную 

плазму [1,2], при анализе явлений, возникающих в пограничном слое 

космических аппаратов, входящих со сверхзвуковой скоростью в ат-

мосферы планет [3], а также при исследовании процессов в ионосфер-

ной и космической плазме [4,5]. Даже в  высокотемпературной плазме 

лабораторных установок термоядерного синтеза,  в основном объеме 

которых плазма является полностью ионизованной,  учет присутствия 

нейтральных частиц может оказаться существенным при анализе явле-

ний, происходящих в пристеночной плазме термоядерных установок, 

например, в диверторной области токамака [6]. 

Существенно, что в отличие от полностью ионизованного газа час-

тично ионизованная плазма характеризуется большим многообразием 

протекающих в них химических и физических процессов, поскольку 

содержит значительное количество нейтральных частиц - молекул и 

атомов, вращательные, колебательные и электронные уровни которых 

активно возбуждаются в процессе взаимодействия частиц. Важную 

роль при этом играют резонансная перезарядка ионов на атомах, дис-

социация молекул и ионизация атомов, обратная им рекомбинация с 

участием трех частиц и ряд других процессов, связанных с неупругими 

столкновениями частиц и химическими реакциями в плазме. 

Большинство моделей, применяемых для описания процессов пе-

реноса в частично ионизованной плазме, основаны на использовании 

гидродинамических уравнений переноса для компонент плазмы, полу-

чаемых  методами кинетической теории, либо на применении стати-

стического метода Монте-Карло. Последний метод позволяет вклю-

чить в рассмотрение достаточно большое число каналов упругого и 

неупругого взаимодействия частиц, а также все возможные химиче-

ские реакции частиц. Однако, несмотря на полноту описания процес-

сов, расчеты на основе метода Монте-Карло оказываются очень трудо-

емкими и требуют большого машинного времени. Гидродинамические 

модели плазмы, наоборот, могут не учитывать всех процессов взаимо-

действия частиц среды, однако вычисления, проводимые на их основе, 

требуют значительно меньших вычислительных затрат. Поэтому пред-

ставляется актуальным получение системы гидродинамических урав-

нений переноса (уравнений магнитной газодинамики) для многоком-
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понентной частично ионизованной плазмы на основе кинетической 

теории, которые позволяли бы учитывать как можно большее число 

физических и химических процессов, протекающих в плазме. 

Наконец, в плазме помимо обычных частиц могут присутствовать 

также пылевые частицы, представляющие независимые компоненты 

плазмы [7]. Поэтому наравне с анализом процессов переноса обычных 

плазменных компонентов, таких как молекулы, атомы, ионы и элек-

троны, представляют интерес вопросы, связанные с динамикой взаи-

модействия пылевых  и обычных частиц в плазме и их влияния на 

свойства переноса. 

 

Цель и задачи работы 

Кинетическая теория явлений переноса в многокомпонентных га-

зовых смесях и частично ионизованной плазме развивалась во многих 

работах. В основе такой теории лежит обычно использование кинети-

ческого уравнения Больцмана, приближенное решение которого ищет-

ся с помощью хорошо разработанных метода Чепмена-Энскога или 

метода моментов Грэда. Целью настоящего диссертационного иссле-

дования является  применение обобщенного метода моментов Грэда 

для анализа свойств переноса частично ионизованной многокомпо-

нентной плазмы в магнитном поле, частицы которой наряду с упруги-

ми столкновениями участвуют также в неупругих столкновениях и 

химических реакциях. Для достижения этой цели был поставлен ряд 

задач: 

1. получение на основе обобщенного метода моментов Грэда пол-

ной и упрощенной систем линеаризованных уравнений момен-

тов для многокомпонентной частично ионизованной плазмы в 

магнитном поле с учетом как упругих, так и неупругих столкно-

вений частиц и химических реакций; 

2. получение приближенной системы уравнений переноса для 

электронов, отделяемой от уравнений переноса для тяжелых 

частиц плазмы.  Анализ выражений для  поправок, возникаю-

щих в уравнениях переноса электронов за счет неупругих 

столкновений электронов с атомами и молекулами, а также про-

цессов ионизации атомов электронным ударом и трехчастичной 

электрон-ионной рекомбинации в плазме; 

3. получение конкретных оценок вклада неупругих столкновений 

в скалярные, векторные и тензорные коэффициенты переноса 

электронов; 

4. получение системы уравнений переноса для тяжелых частиц 

химически активной плазмы, обладающих внутренними степе-
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нями свободы, в магнитном поле в приближении 17 моментов. 

Получение выражений для скалярных, векторных и тензорных 

коэффициентов переноса частиц. 

5. получение системы уравнений переноса для электронов, ионов 

и нейтралов многокомпонентной плазмы, состоящей из бес-

структурных частиц, в приближении 21 момента, обеспечиваю-

щем достаточную точность расчета коэффициентов переноса 

плазмы в условиях как сильной, так и слабой ионизации плаз-

мы; 

6. проведение расчетов коэффициентов теплопроводности и вяз-

кости тяжелых частиц для частично ионизованных плазменных 

сред, параметры которых соответствуют параметрам дивертор-

ной плазмы термоядерного реактора в режиме газовой мишени. 

Анализ влияния процесса резонансной перезарядки на коэффи-

циенты переноса ионов и атомов в таких  средах. 

7. проведение расчетов коэффициентов переноса для частично 

ионизованной плазмы в смесях D-He и D-T. Анализ влияния 

сложного химического состава на коэффициенты переноса ио-

нов  и атомов в такой плазме. 

8. получение поправок к термосиле, действующей на сферическую 

пылевую частицу, а также выражений для сил и моментов сил, 

действующих на пылинки с вращательной симметрией, в пыле-

вой плазме, находящейся в магнитном поле;  

 

Методы исследования 

Основной теоретический метод, используемый в настоящей работе 

для получения аналитических результатов, - обобщенный метод мо-

ментов Грэда, применяемый при решении линеаризованного  кинети-

ческого уравнения Больцмана. Численные расчеты коэффициентов 

переноса плазмы, полученных с использованием  этого метода, реали-

зуются  в среде компьютерного моделирования Scilab. 

 

Научная новизна 

Научная новизна настоящего диссертационного исследования со-

стоит в получении общей системы уравнений моментов для много-

компонентной частично ионизованной плазмы в магнитном поле с 

учетом как упругих, так и неупругих столкновений частиц, а также 

химических реакций, таких как диссоциации, ионизация и рекомбина-

ция. На основе этой системы в работе получены новые члены в урав-

нениях переноса электронов, возникающие за счет дополнительного 

учета неупругих столкновений электронов с атомами и молекулами 
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плазмы, а также процессов ионизации атомов электронным ударом и 

трехчастичной электрон-ионной рекомбинации ионов. Получены  

обобщенные уравнения переноса тяжелых компонентов в молекуляр-

ной химически реагирующей плазме, находящейся в магнитном поле. 

Научной новизной характеризуется также получение для частично 

ионизованной плазмы, состоящей из бесструктурных частиц, общей 

системы уравнений переноса, которая позволяет единообразно и с дос-

таточной точностью описывать динамику заряженных и нейтральных 

компонентов плазмы в пределах как слабой, так и сильной ионизации 

плазмы. В работе получены  также новые выражения для ряда сил и 

моментов сил, действующих на пылевые частицы в плазме в магнит-

ном поле, позволяющие уточнить описание динамики пылинок, 

имеющих различную геометрию. 

 

Новые научные результаты, выносимые на защиту 

1. На основе метода моментов Грэда, используемого  при решении 

обобщенного линеаризованного уравнения Больцмана, получена 

полная система линеаризованных уравнений переноса (уравне-

ний моментов) для частично ионизованной многокомпонентной 

плазмы в магнитном поле с учетом внутренних степеней свобо-

ды частиц и химических реакций, включая реакции диссоциа-

ции, ионизации и рекомбинации. 

2. Получены уравнения переноса для электронов с учетом неупру-

гих столкновений электронов с тяжелыми частицами плазмы, 

приводящих к возбуждению вращательных и колебательных 

степеней свободы молекул и электронному возбуждению ато-

мов плазмы, а также реакций ионизации атомов электронным 

ударом и трехчастичной электрон-ионной рекомбинации. На 

основе этих уравнений получены выражения для всех транс-

портных потоков и соответствующих им коэффициентов пере-

носа электронов. Эти результаты являются обобщением соот-

ветствующих выражений, полученных Девото [16, 17] на основе 

метода Чепмена-Энскога для плазмы, состоящей из бесструк-

турных частиц. 

3. Получены выражения для поправок к скоростям реакции иони-

зации-рекомбинации в уравнении непрерывности для электро-

нов, а также соотношение для величины отрыва температуры 

электронов от температуры тяжелых частиц. Получены выраже-

ния для дополнительных слагаемых в выражении для тензора 

давлений электронов, соответствующие учету омического на-

грева плазмы, химических реакций, а также ненулевой сжимае-
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мости плазмы (электронная объемная вязкость). Найдены соот-

ношения для характерного времени релаксации энергии элек-

тронов с учетом упругих и неупругих столкновений электронов 

с тяжелыми частицами плазмы, а также для коэффициента не-

упругих потерь электронов.  

4. Получены расчетные зависимости величины коэффициента не-

упругих потерь электронов от температуры плазмы для ряда 

молекулярных (H2, N2, O2, CO2) и атомарных (H) газов. Выпол-

нены оценки вклада неупругих столкновений электронов с тя-

желыми частицами плазмы в электронные коэффициенты пере-

носа. 

5. В рамках приближения 17 моментов получена система скаляр-

ных, векторных и тензорных уравнений переноса для тяжелых 

компонентов химически активной плазмы, частицы которой об-

ладают внутренними степенями свободы. Получены выражения 

для коэффициентов переноса тяжелых частиц такой плазмы в 

магнитном поле. 

6. Получена система уравнений переноса для случая химически 

инертной частично ионизованной плазмы бесструктурных час-

тиц, находящейся в магнитном поле, в приближении 21 момента 

метода Грэда. Для этих уравнений получены выражения для 

моментов интеграла столкновений, отвечающих резонансной 

перезарядке ионов на атомах.  

7. На основе системы уравнений переноса в приближении 21 мо-

мента найдены выражения для коэффициентов теплопроводно-

сти и вязкости произвольного компонента плазмы в магнитном 

поле. Эти выражения обеспечивают достаточную точность рас-

чета коэффициентов переноса плазмы в пределах как слабой, 

так и сильной ионизации плазмы. 

8. Рассчитаны коэффициенты вязкости и теплопроводности H, D 

D-He и D-T плазмы. Показано, что а) учет резонансной переза-

рядки может оказывать значительное влияние на  значения ко-

эффициентов переноса плазмы, б) учет различного изотопного 

состава D-T плазмы может приводить к заметному (до 10%) из-

менению коэффициентов переноса ионов плазмы, в) учет при-

меси гелия в дейтериевой плазме, параметры которой соответ-

ствуют условиям диверторной плазмы в токамаке в режиме га-

зовой мишени, не оказывает заметного влияния на коэффициен-

ты переноса ионов дейтерия даже при больших концентрациях 

примеси (He/D<0.5). 
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9. В рамках приближения 21 момента Грэда получены выражения 

для ионной и электронной термосил и электронной силы тре-

ния, действующих на сферическую пылевую частицу в полно-

стью ионизованной плазме в магнитном поле, получены урав-

нения движения пылевой частицы с вращательной симметрией в 

плазме, находящейся в магнитном поле, а также проанализиро-

вана устойчивость вращения таких частиц.  

 

 

Научная и практическая ценность работы 

1. Полученная в работе общая система уравнений переноса для 

химически активной плазмы, частицы которой обладают внут-

ренними степенями свободы и участвуют как в упругих, так и 

неупругих столкновениях, может быть использована при реше-

нии задач газодинамики в различных плазменных средах, начи-

ная от низкотемпературной плазмы  газового разряда, ионо-

сферной и космической плазмы и заканчивая горячей плазмой 

установок термоядерного синтеза. 

2. Полученные в работе выражения для коэффициентов переноса 

электронов, в которых учитываются вклады неупругих столкно-

вений электронов с тяжелыми частицами плазмы, могут быть 

использованы для уточнения результатов расчета соответст-

вующих величин, например, при исследованиях плазмы газово-

го  разряда  и ионосферной плазмы. 

3. Выражения для парциальных коэффициентов теплопроводности 

и вязкости, полученные для частично ионизованной плазмы в 

приближении 21 момента Грэда, могут быть использованы для 

уточнения продольных коэффициентов переноса ионов в гидро-

динамических кодах (например, в коде B2), используемых при 

моделировании динамики диверторной плазмы токамаков в ре-

жиме газовой мишени. Преимуществом этих выражений по 

сравнению с выражениями для коэффициентов переноса, полу-

чаемых, например, в рамках метода Чепмена-Энскога, является 

более низкий порядок определителей (NxN вместо 2Nx2N), че-

рез которые они записываются, что приводит к снижению вы-

числительных затрат. 

4. Написаны и апробированы программы расчета парциальных 

коэффициентов теплопроводности и вязкости произвольного 

тяжелого компонента плазмы в магнитном поле применительно 

к H, D, D-He и D-T плазме. 
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5. Представленные в работе выражения для сил и моментов сил, 

действующих на пылевую частицу в плазме, могут быть исполь-

зованы для повышения точности расчетов динамики пылевых 

частиц в компьютерных кодах, таких как, например, код 

DUSTT. 

 

Апробация 

Результаты диссертационного исследования были доложены на XX 

Международной конференции по взаимодействию ионов с поверхно-

стью (ВИП-2011) (г. Звенигород, 2011), IX Курчатовской молодежной 

научной школе (г. Москва, 2011), Научно-координационной сессии 

«Исследования неидеальной плазмы-2012» (NPP-2012, г. Москва), 

конференции «Знания молодых физиков Родине» (г. Москва, 2012), 5-й 

Всероссийской молодежной конференции  «Фундаментальные и инно-

вационные вопросы современной физики» (г. Москва, 2013), Научных 

сессиях НИЯУ МИФИ 2011 и 2014 (г. Москва), Международной кон-

ференции-конкурсе молодых физиков (г. Москва, 2014), Всероссий-

ской (с международным участием) конференции «Физика низкотемпе-

ратурной плазмы» ФНТП-2014 (г. Казань, 2014), XIV Российской кон-

ференции (с международным участием) по теплофизическим свойст-

вам веществ РКТС-2014 (г. Казань, 2014). 

 

Публикации 

Всего по результатам диссертационного исследования опубликова-

но 13 печатных работ, из них 3 - в рецензируемых журналах, входящих 

в перечень ВАК (эти работы также входят в базы данных научных 

публикаций Web of Science и Scopus). 

 

Личный вклад автора 

Результаты, представленные в настоящем диссертационном иссле-

довании, были получены соискателем лично либо на паритетной осно-

ве с соавторами.  

 

Структура и объём диссертации 

Диссертация состоит из введения, 5 глав, заключения, 6 приложе-

ний и библиографического списка литературы. Полный объём диссер-

тации 218 страниц, включая 24 рисунка и 6 таблиц. Библиографиче-

ский список включает 182 наименования. 
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ОСНОВНОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 

 
Во введении обосновывается актуальность выбранной для диссер-

тационного исследования темы, ставятся цель и задачи работы, приво-

дятся новые научные результаты, выносимые на защиту. 

В главе 1 дан обзор современного состояния исследований процес-

сов переноса в частично ионизованных газах и плазме. Как известно, 

теория явлений переноса в многокомпонентных газовых смесях и час-

тично ионизованной плазме строится на основе решения уравнения 

Больцмана. Наиболее разработанными методами приближенного ре-

шения кинетического уравнения на сегодняшний день являются метод 

Чепмена-Энскога [8-10] и метод моментов Грэда [11-13]. В параграфе 
1.1 представлен обзор работ, посвященных анализу на основе метода 

Чепмена-Энскога процессов переноса в частично ионизованной плаз-

ме, частицы которой не имеют внутренней структуры и не участвуют в 

химических реакциях. В параграфе 1.2 анализируются работы, в ко-

торых на основе обобщенного метода Чепмена-Энскога исследовались 

процессы переноса в частично ионизованных газах и плазме, частицы 

которых химически активны и обладают внутренними степенями сво-

боды. В параграфе 1.3 представлены результаты анализа работ, в ко-

торых процессы переноса в частично ионизованной плазме рассматри-

вались на основе метода моментов Грэда. В параграфе 1.4 обсужда-

ются работы, посвященные анализу процессов переноса пылевых час-

тиц в плазме.  

На основе проведенного анализа сформулированы следующие вы-

воды: 

1. Несмотря на обилие работ, посвященных анализу процессов пере-
носа в газах и плазме, на сегодняшний день по-прежнему остается 

открытым вопрос о получении полной системы уравнений переноса 

для частично ионизованной многокомпонентной плазмы в магнит-

ном поле, частицы которой обладают внутренними степенями сво-

боды и участвуют как в упругих, так и неупругих столкновениях и 

химических реакциях. Не до конца выясненными остаются также 

вопросы о влиянии неупругих столкновений электронов с атомами 

и молекулами на свойства переноса электронов, а также вопрос о 

влиянии резонансной перезарядки на парциальные коэффициенты 

переноса компонентов плазмы. 

2. При анализе процессов переноса в газах и плазме метод Грэда об-

ладает рядом преимуществ по сравнению с методом Чепмена-

Энскога. Его применение при описании процесса диффузии в мно-

гокомпонентных смесях газов и плазме позволяет заметно упро-
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стить структуру уравнений диффузии (с возможностью их пред-

ставления сразу в обобщенной форме Стефана-Максвелла), а также 

заметно упростить выражения для теплопроводности и термодиф-

фузии по сравнению с результатами канонического метода Чепме-

на-Энскога [8]. Существенной оказывается возможность сохране-

ния в уравнениях переноса части так называемых «барнеттовских 

членов», важных при анализе нелокальных процессов переноса. 

Более обоснованной и удобной оказывается процедура отделения 

уравнений переноса для электронов от уравнений для тяжелых час-

тиц. Поэтому метод моментов Грэда представляется наиболее пер-

спективным для построения общей системы уравнений переноса и 

последующего анализа явлений переноса в частично ионизованной 

многокомпонентной плазме в магнитном поле, частицы которой 

участвуют в упругих и неупругих столкновениях, а также химиче-

ских реакциях.  

3. наличие пылевых частиц в плазме в общем случае может сущест-

венно влиять на процессы переноса обычных компонент частично 

ионизованной плазме, таких как ионы и электроны. В условиях то-

камака, однако, жесткие ограничения на предельно допустимую 

концентрацию пылевых частиц приводят к тому, что при анализе 

явлений переноса пыли в плазме гораздо важнее оказывается во-

прос о переносе отдельных пылевых частиц. Поэтому представляет 

интерес получение выражений для сил и моментов сил, действую-

щих на пылинку. 

 

В главе 2 на основе обобщенного метода моментов Грэда получена 

общая система линеаризованных уравнений моментов для частично 

ионизованной многокомпонентной плазмы в магнитном поле с учетом 

неупругих столкновений и химических реакций частиц.  

В параграфе 2.1 приведено обобщенное кинетическое уравнение 

Больцмана, положенное в основу настоящей работы и позволяющее 

описать эволюцию состояния плазмы на основе одночастичной функ-

ции распределения ( ), , ,if i tα αv r  для частиц плазмы сорта α, находя-

щихся в произвольном внутреннем состоянии i:  

( ) ( )1,kl ri
i i ij i j i

jkl

f
f f J f f J

t m

α α
α α α α β α

βα

 ∂
+ ⋅∇ + ⋅∇ = +∑ ∑ 

∂  
v

F
v .    (1) 

В этом уравнении 
kl
ijJ  - интеграл парных упругих и неупругих столк-

новений частиц в форме Ван Чанга и Уленбека, r
iJα  
интеграл столкно-

вений, отвечающий «химическим» реакциям частиц плазмы. На основе 
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уравнения (1) в подразделе 2.1 получены уравнения непрерывности, 

движения и баланса энергии отдельного компонента плазмы, а также 

уравнения сохранения массы, импульса и энергии плазмы как целого. 

Также в этом подразделе на основе функции распределения ifα  вво-

дятся определения основных макропараметров плазмы. 

В параграфе 2.2 уравнение (1) используется для получения линеа-

ризованного кинетического уравнения и общей системы линеаризо-

ванных уравнений моментов для частично ионизованной плазмы в 

магнитном поле с учетом неупругих столкновений и химических реак-

ций частиц. Для этого использовано представление функции распреде-

ления частиц плазмы ifα  в виде 

( ) ( )
0

1i iif fα αα= + ϕ  ,                                        (2) 

где 
( )0
ifα  - функция распределения нулевого приближения для частиц 

сорта α, находящихся во внутреннем состоянии i, а iαϕ  - малая нерав-

новесная поправка. Для получения конкретного вида функции распре-

деления нулевого приближения
( )0
ifα  в работе принимается следующая 

иерархия чисел Кнудсена для процессов упругого и неупругого взаи-

модействия частиц  
~ 1rot vib elKn Kn Kn Kn<≪ ≪ ,                     (3) 

где / /Kn L= λ = τ θ  - обычное число Кнудсена для упругих столкно-

вений частиц плазмы (здесь λ и τ - соответственно средняя длина сво-

бодного пробега и среднее время между двумя последовательными 

соударениями частиц плазмы, L, θ – соответственно характерные ли-

нейный и временной масштабы задачи), rotKn , vibKn  - числа Кнудсе-

на, отвечающие возбуждению вращательных и колебательных степе-

ней свободы молекул плазмы, elKn  - число Кнудсена, соответствую-

щее электронному возбуждению нейтральных частиц. Применительно 

к идущим в плазме  химическим реакциям считается, что они проте-

кают значительно медленнее процессов неупругого взаимодействия 

частиц: react intKn Kn≫ . При этом рассматриваются два различных 

случая. 

Случай А.  Характерное время химических реакций reactτ
 
сравнимо с  

временным масштабом задачи θ, так что 

~ 1reactKn .                                              (4) 
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Случай В. Характерное время химических реакций reactτ  заметно 

меньше  характерного времени θ, так что 

1reactKn ≪  .                                           (5) 

Неравенства (4) и (5) отвечают, соответственно, случаям сильного и 

слабого отклонения плазмы от химического равновесия. Анализ урав-

нения (1) с учетом условий (3)-(5) показывает, что в обоих случаях 

функция 
( )0
ifα  может быть представлена как 

( )
3/2

0 1 2
exp

2 2
i iif n s Q c

− α α
α α α α αα

γ γ   
= − − ε   π   

,                  (6) 

где
 

/m kTα αγ = , mα  - масса частиц сорта α, T – температура плазмы, 

k – постоянная Больцмана, α α= −c v u  - скорость частиц сорта α отно-

сительно среднемассовой скорости плазмы u,
 

( )1 /i iE E kTα α αε = − , 

1Eα  - внутренняя энергия основного состояния частиц сорта α (

/ 0iE kTα < ), а ( )expi iQ sα α α
α

= −ε∑  - статистическая сумма для час-

тиц сорта α.  

Функция распределения 
( )0
ifα  в форме (6) отвечает установлению в 

плазме локального термодинамического равновесия (ЛТР), когда ос-

новными процессами, определяющими заселенности возбужденных 

состояний частиц плазмы, являются процессы столкновений частиц. В 

общем случае, однако, распределение частиц плазмы по внутренним 

уровням энергии может зависеть также и от излучения плазмы. Для 

того, чтобы исключить из дальнейшего рассмотрения радиационные 

процессы, в которых участвуют частицы плазмы, относительно чисел 

Кнудсена radKn
 
в работе принято, что 

rad intKn Kn≫ .                                         (7) 

Представление функции ifα  
в форме (2) использовано в работе для 

получения линеаризованного кинетического уравнения, которое запи-

сывается в общей форме как 

( ) ( ) ( )0
ln r

i j iiD f D L Lα α α αβ β α αα
β

+ ϕ = ϕ + ϕ∑ ,                   (8)  

где дифференциальный оператор v

d
D

dt m

α
α α

α

= + ⋅∇ + ⋅∇
F

c , а Lαβ  и 

rLα  - соответственно линеаризованные интегралы парных и «химиче-
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ских» столкновений частиц плазмы сорта α. С учетом выражения (6) 

первое слагаемое в левой части уравнения (8) может быть представле-

но как 

( ) ( )

( )
( )

( )
( )

2

0

2

2

2

3ln
ln

3

3 ln
ln

2

5 1
ln .

2 3

i

i

i r s rs rs

cd n
D f

dt

c d T d
p

dt dt m

c
T c c c

α αα
α α

α α α
α α α α α

α

α α

α α α α α α α

γ − 
= + ∇⋅ + ∇⋅ + 
 

 γ −    + + ε − ε + ⋅ ∇ + γ − +         

 γ −   + + ε − ε ⋅∇ + γ − δ ε    
  

u u

Fu
c

c

  (9) 

Параграф 2.3 посвящен выводу общей системы уравнений момен-

тов для плазмы в магнитном поле на основе обобщенного метода Грэ-

да, используемого для решения линеаризованного кинетического 

уравнения (8). Для этого неравновесная поправка iαϕ  разложена в ряд 

по неприводимым тензорным полиномам Эрмита mnHα  и скалярным 

полиномам Вальдмана-Трюбенбахера ( )q
Rα  

[12, 13]: 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1... ...

, , 0

,
m m

qmnq mn
i mn ir r r r

m n q

a t H R
∞

α α α αα α
=

ϕ = σ ε∑ r ξ ,            (10) 

где mnσ  - нормировочный множитель, mnqaα  - коэффициенты разложе-

ния функции распределения, а 1/2
α α α= γξ c  - безразмерная скорость 

частиц сорта α. Подстановка разложения (10) и соотношения (9) в 

уравнение (8) и вычисление скалярного произведения получившегося 

уравнения с полиномом ( )qmn
H Rα α приводит к общей системе линеари-

зованных уравнений моментов для плазмы в магнитном поле, которая 

после исключения при помощи линеаризованных уравнений сохране-

ния производных по времени от макропараметров плазмы (nα, T, u) 

записывается в следующем виде 
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( )
,0

0 0 , . 0 0 0 1 0

0 1 0 0 0 1 0

1/2

1 0 0 1 1 0

1
2

3
3

2

5

mnq r nq
n q eq c m m n qq

int
cV

m n q m n q c
V

int
V

m n q m n q

n Sd
n a R

dt n nr

ck
n S

nc k

c
p

k

α α
α α α

α αα

α
α α α

α

α α α
α

α

 
+ δ δ − δ δ + ∇ ⋅ δ δ δ − 

 

   
− δ δ δ + δ δ δ ∇ ⋅ + δ + ε + ε +  ∑       

γ ρ 
+ + × δ δ δ + δ δ δ + δ 

ρ ρ 

u

u

d j B 1/2
1 0 1 lnm n q T−

α

 
δ δ γ ∇ + 

 
 

 

} ( )
,

2 0 0 1
1

2 .
mnn qq mn qmnq r mnq

rs m n q cq
n q

n Q C a R
r

′ ′ ′ ′
α α ααβ β

′ ′βα

 
+ ε δ δ δ + = − + δ∑ ∑ 

  
     

(11) 

Символы Кронекера 0cδ  и 1cδ  в системе (11) введены для различения 

двух случаев отклонения плазмы от химического равновесия. Случаю 

А соответствует значение c = 0, случаю В отвечает значение параметра 

c = 1. Полученная система уравнений моментов (11) является обобще-

нием соответствующей системы уравнений, полученной в работах [13, 

14] для плазмы, состоящей из химически инертных и бесструктурных 

частиц. 

В параграфе 2.4 представлены общие линейные соотношения пе-

реноса для произвольного компонента частично ионизованной хими-

чески активной плазмы в магнитном поле. Для этого в левой части 

уравнений (11) в силу условий (3)-(5) опущены производные по вре-

мени от моментов функции распределения частиц плазмы. Также в 

системе (11) осуществлен переход от коэффициентов разложения 
mnqaα  функции распределения ifα  к коэффициентам разложения  

mnqbα , определяемым соотношениями 

( ) ( )/2
2

n m q qmnq n mnq
b m r a

− + +−
α α α α α= γ .                       (12) 

Введение новых коэффициентов (12) связано с тем, что первые не-

сколько коэффициентов mnqbα непосредственным образом выражаются 

через известные неравновесные параметры плазмы.  

Для общей системы уравнений переноса для плазмы, записанной 

через моменты mnqbα , приведены выражения для коэффициентов 

mnn qq
C

′ ′
αβ  и моментов ,r mnqRα , фигурирующих в правых частях этих 

уравнений. В заключении параграфа 2.4 представлена упрощенная 
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общая система линеаризованных уравнений переноса для химически 

инертной плазмы с бесструктурными частицами. 

В главе 3 на основе цепочки уравнений (11) получены общие ли-

нейные соотношения переноса для электронов плазмы с учетом неуп-

ругих столкновений частиц, а также реакций ионизации атомов элек-

тронным ударом и ион-электронной рекомбинации. 

В параграфе 3.1 проанализированы линейные соотношения пере-

носа для электронов плазмы, полученные на основе общей системы 

уравнений переноса, представленной в разделе 2.4. 

В начале параграфа 3.1 рассмотрены вопросы, связанные с отделе-

нием уравнений переноса для электронов от уравнений переноса для 

тяжелых частиц и учетом в них вклада процессов неупругого взаимо-

действия электронов и химических реакций. В качестве последних 

приняты реакции ионизации электронным ударом и тройная рекомби-

нация.  

Рассмотрения скалярных явлений переноса электронов начинается 

с анализа уравнения непрерывности для электронов, для которого по-

казано, что скорость реакций eS  в правой части этого уравнения мо-

жет быть представлена как: 

( )00 001 00 0
00

2

1 1

2

l l
e e ee e e l ee e e

le

S S I n k T T F I n b
m ≥

 
= − − + ∑ 

 
.         (13) 

Здесь 00
eS  - скорость реакции электронов, определенная на равновес-

ных функциях распределения частиц плазмы, а слагаемые в квадрат-

ных скобках представляют неравновесные поправки к 00
eS . 

Для получения разности температур eT T− , фигурирующей в фор-

муле (13), рассмотрены оставшиеся скалярные уравнения переноса для 

электронов. Показано, что в этих уравнениях а) неравновесные по-

правки, связанные с процессами ионизации/рекомбинации, могут быть 

опущены, б) слагаемые, отвечающие тяжелым частицам, должны быть 

удержаны, поскольку имеют тот же порядок, что и слагаемые, связан-

ные с электронами плазмы. Для получения выражения для разности 

eT T−  в разложении функции распределения электронов и тяжелых 

частиц плазмы удержаны лишь несколько первых скалярных полино-

мов Эрмита и Вальдмана-Трюбенбахера. В результате величина отры-

ва температуры электронов от температуры тяжелых частиц может 

быть записана как 
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   (14) 

Первый член справа в этом выражении описывает отклонение Te от T, 

связанное с омическим нагревом электронов плазмы, остальные учи-

тывают сжимаемость плазмы ( 0∇⋅ =u ) и влияние химических реак-

ций. Величина Eτ  в формуле (14) - характерное время релаксации 

энергии электронов при упругих и неупругих столкновениях электро-

нов с атомами, молекулами и ионами. Для Eτ  показано, что оно может 

быть представлено как 

1 12 e
E e e

e

m

m

− −
β β

β≠ β

τ = δ τ∑ ,                                   (15) 

где 
1

e
−
βτ  - характерная частота столкновений электронов с частицами 

сорта β, а eβδ  - коэффициент неупругих потерь электронов. Выраже-

ние для eβδ , полученное в работе, может быть записано как 

2

11

3

2
1

2

e e
e

e e

E

kTm

m

β

β β
β

β

∆  
ζ − 
 

δ = +
Ω

,                         (16) 

где Eβ∆  - разность внутренней энергии частиц сорта β до и после 

столкновения с электроном.  

Подстановка выражения (14) в соотношения для скорости реакции 

eS  и парциального давления e e eP n kT= электронов позволяет полу-

чить поправки eS∆  и ep∆  к этим величинам. В работе приведены 

оценки отношений /e eS S∆  и /e ep p∆ . Анализ вкладов различных 

процессов, приводящих к отрыву температуры электронов, показал, 

что 1) вклад химических реакций в eS∆  и ep∆  в случае сильного от-

клонения плазмы от химического равновесия может быть примерно в 

/I kT  раз больше по сравнению со случаем слабого отклонения плаз-

мы от химического равновесия (I – энергия ионизации атомов), 2) 

омический нагрев может давать наибольший вклад в величину попра-

вок eS∆  и ep∆ . 



18 

 

В параграфе 3.2 выражение (16) для коэффициента неупругих по-

терь использовано для проведения конкретных расчетов величины eβδ  

для ряда молекулярных (N2, O2, H2, CO2) и атомарных (H) газов. В слу-

чае неупругого взаимодействия электронов с молекулами N2, H2 счи-

талось, что происходит возбуждение как вращательных, так и колеба-

тельных степеней свободы молекул. В случае молекул O2 и CO2 рас-

считывались лишь значения eβδ , отвечающие возбуждению враща-

тельных степеней свободы молекул. Для атомарного водорода рассчи-

тывались значения eβδ , связанные с электронным возбуждением ато-

мов. 

На рисунке 1 приведены результаты расчета коэффициента 
2eNδ , 

отвечающего возбуждению вращательных степеней свободы молекул 

азота электронным ударом. 

 

 

Рис. 1. Зависимость коэффициента неупругих потерь электронов 
2

rot
eN

δ

от температуры электронов eT  . 1) – расчет без учета поляризацион-

ных эффектов при / 1e hT T → , 2) – данные, взятые из работы [15]; 3) – 

расчет с учетом поляризационных эффектов при  / 1.2e hT T =
 

 

Для молекул кислорода, водорода и углекислого газа выполнены 

аналогичные расчеты, а также проведено сравнение полученных дан-

ных с результатами других работ. 

Зависимость коэффициента eHδ , полученная для случая электрон-

ного возбуждения атомов водорода электронным ударом, представле-

на на рисунке 2. 
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Рис. 2. Зависимость коэффициента неупругих потерь электронов el
eHδ  

за счет неупругих столкновений электронов с атомами H от темпера-

туры электронов 

 

В параграфе 3.3 обсуждаются векторные и тензорные свойства пе-

реноса электронов. Представлена система векторных и тензорных 

уравнений переноса электронов, в которых наравне с упругими столк-

новениями учитываются также и неупругие столкновения электронов с 

нейтралами плазмы. Показано, что коэффициенты mnn
eeC

′
 (m = 1,2) в 

правых частях этих уравнений могут быть записаны через матричные 

элементы nlq  и nlp , формально определяемые так же, как и в работах 

Девото [16, 17]. Для этих матричных элементов показано, что их мож-

но представить в виде суммы двух слагаемых, отвечающих упругим и 

неупругим столкновениям электронов с тяжелыми частицами плазмы. 

При этом матричные элементы .
nl
elq  и .

nl
elp , отвечающие упругим про-

цессам, имеют структуру, совпадающую со структурой аналогичных 

выражений, полученных в [16, 17] для плазмы, состоящей из бесструк-

турных частиц. Для матричных элементов .
nl
inelq  и .

nl
inelp , отвечающих 

неупругим столкновениям электронов, в работе получены конкретные 

выражения для нескольких значений индексов n и l. 

На основе решения системы векторных и тензорных уравнений пе-

реноса для электронов получены выражения для плотности электриче-

ского тока, потока тепла и тензора вязких напряжений электронов, а 

также выражения для соответствующих коэффициентов переноса 

электронов. Эти соотношения, формально совпадая с выражениями, 

полученными Девото, отличаются от них наличием слагаемых, связан-
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ных с неупругими столкновения электронов с тяжелыми частицами 

плазмы.  

В параграфе 3.4 выражения для векторных коэффициентов пере-

носа электронов использованы для оценки вклада неупругих столкно-

вений в коэффициенты диффузии электронов и электропроводности 

плазмы. На основе конкретных численных оценок вклада неупругих 

столкновений в выражения для коэффициентов диффузии электронов 

молекулярной азотной и атомарной водородной плазмы показано, что 

неупругие столкновения электронов практически не влияют на значе-

ния электронных коэффициентов переноса. 

В главе 4 получены линейные соотношения переноса для тяжелых 

частиц плазмы в магнитном поле. 

В параграфе 4.1 рассмотрены вопросы, связанные с процессами 

переноса тяжелых частиц плазмы, обладающих внутренними степеня-

ми свободы. Представлены системы скалярных, векторных и тензор-

ных уравнений переноса для тяжелых частиц плазмы, полученные в 

приближении 17 моментов. Получены выражения для коэффициента 

объемной вязкости и релаксационного давления плазмы, а также вы-

ражения для парциальных коэффициентов поступательной и внутрен-

ней теплопроводности. Получены уравнения многокомпонентной 

диффузии для плазмы в магнитном поле в форме Стефана-Максвелла. 

Эти уравнения обобщают результаты работ [18, 14], в которых вывод 

уравнений Стефана-Максвелла рассматривался для многокомпонент-

ной газовой смеси и плазмы, образованных из бесструктурных частиц. 

В параграфе 4.1 также получены выражения для парциальных коэф-

фициентов вязкости плазмы в магнитном поле. Полученные в этом 

подразделе выражения для коэффициентов переноса тяжелых частиц 

обобщают результаты, полученные в работах [19, 20]. 

В параграфе 4.2 представлены уравнения переноса для бесструк-

турных тяжелых частиц частично ионизованной химически инертной 

неизотермической плазмы, получающиеся в приближении 21 момента 

Грэда. Приведены выражения для коэффициентов 
( )n

Gαβ , через которые 

записываются правые части этих уравнений. Получены выражения для 

моментов интеграла столкновения для резонансной перезарядки ионов 

на атомах. Показано, что структура этих выражений совпадает со 

структурой аналогичных выражений, полученных для упругого рас-

сеяния ионов и атомов, однако фигурирующие в этих соотношениях 

Ω-интегралы должны быть заменены в соответствии со следующим 

правилом: 

2 , 2 1; 0, 2 .lr r lr
CX CX CXl n l nΩ = Ω = + Ω = =

         

(17) 
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где r
CXΩ  - «перезарядочный» Ω-интеграл. 

В параграфе 4.2 также получены выражения для парциальных про-

дольных и поперечных коэффициентов теплопроводности и вязкости 

произвольного компонента плазмы в магнитном поле.  

В параграфе 4.3 выражения для парциальных коэффициентов пе-

реноса плазмы в магнитном поле, полученные в параграфе 4.2, исполь-

зованы для расчета коэффициентов теплопроводности и вязкости ряда 

плазменных сред в магнитном поле, таких как H, D, D-He и D-T плаз-

ма. Рассмотрены вопросы, связанные с влиянием процесса резонанс-

ной перезарядки, а также сложного химического состава среды на зна-

чения коэффициентов переноса ионов и атомов плазмы. Для расчетов 

приняты следующие параметры плазмы: 1) частицы плазмы химически 

инертны и не имеют внутренних степеней свободы, 2) полная концен-

трация ионов и атомов основного компонента плазмы n = 3·10
21

 м
-3

, 3) 

температура плазмы варьируется в пределах T = 0.8 – 2.0 эВ, 4) маг-

нитное поле принимает значения H = 1, 2, 5 Тл. Молярная концентра-

ция примеси гелия в D-He плазме принимает значения δ=0.1, 0.2, 0.3. В 

D-T плазме концентрации дейтерия и трития равны. Параметры вы-

бранных плазменных сред примерно соответствуют параметрам плаз-

мы дивертора токамака в режиме с отрывом плазмы. 

Результаты расчетов продольных и поперечных коэффициентов 

вязкости ионов и атомов водородной плазмы показывают, что учет 

резонансной перезарядки приводит к значительному изменению как 

продольных, так и поперечных коэффициентов вязкости плазмы в об-

ласти низких и промежуточных степеней ионизации главным образом 

за счет изменения ионной вязкости плазмы. На рисунке 3 в качестве 

примера приведена расчетная зависимость продольного коэффициента 

вязкости 0η  для ионов и атомов от степени ионизации водородной 

плазмы при температуре T  = 10
4
 К.  

Аналогичное влияние резонансной перезарядки на продольные и 

поперечные коэффициенты вязкости и теплопроводности ионов обна-

ружено и при расчетах коэффициентов переноса для D плазмы. 

 



22 

 

 
Рис. 3. Зависимость парциальных коэффициентов вязкости 0η  от сте-

пени ионизации водородной плазмы: А) для атомов, Б) для ионов. 

Сплошные линии получены с учетом резонансной перезарядки, пре-

рывистые – без ее учета. Ромбики и крестики соответствуют данным, 

рассчитанным в работе [21] для ионов и атомов соответственно 

В случае D-He и D-T плазмы исследовано влияние различного хи-

мического состава плазмы на коэффициенты переноса ионов. Для дей-

териевой плазмы с примесью гелия показано, что наличие даже значи-

тельного количества гелия в дейтериевой плазме не приводит к замет-

ному изменению коэффициентов переноса ионов дейтерия в области 

температур, отвечающих переходу водорода от слабой к сильной ио-

низации. В таблице 1 представлены значения продольного коэффици-

ента вязкости ионов дейтерия, рассчитанные для ряда значений темпе-

ратуры плазмы.  

Таблица 1. Зависимость продольных коэффициентов вязкости ионов 

дейтерия 0η  в D-He плазме от температуры плазмы 

T, эВ 
0η , 10

-6
 Па·с 

δ=0.1 δ=0.2 δ=0.3 

0.5 4.26·10
-2

 4.03·10
-2

 3.83·10
-2

 

0.7 1.11 1.07 1.04 

0.9 1.26 1.26 1.26 

1.1 1.20 1.21 1.22 

1.3 1.58 1.59 1.60 

1.5 2.09 2.06 2.03 
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В случае дейтерий-тритиевой плазмы учет различного изотопного 

состава плазмы приводит к заметному (до 10-15 %) расхождению зна-

чений коэффициентов переноса ионов дейтерия и трития. На рисунке 4 

представлены результаты расчета зависимости продольного коэффи-

циента теплопроводности κ�   ионов дейтерия и трития от температуры 

плазмы. 

 
Рис. 4. Зависимость продольного коэффициента теплопроводности 

ионов κ�  D-T плазмы от температуры плазмы. Сплошная линия соот-

ветствует результатам для трития, прерывистая линия соответствует 

результатам для дейтерия 

В главе 5 приведены результаты расчета термосилы, действующей 

на сферически симметричную пылевую частицу в простой полностью 

ионизованной плазме, находящейся в магнитном поле.  

В параграфе 5.1 обоснована необходимость проведения расчета 

термосилы, действующей на пыль в термоядерном реакторе. Приведе-

но выражение, используемое для расчета термосилы. 

В параграфе 5.2 представлены результаты расчета ионной термо-

силы. Приведены выражения для вкладов кулоновского рассеяния и 

поглощения ионов пылью в величину этой силы. Показано, что для 

термоядерных установок продольная компонента ионной термосилы 

преобладает над соответствующей компонентной ионной силы трения 

лишь при дозвуковом течении плазмы.  

В параграфе 5.3 приведены аналогичные результаты расчета элек-

тронной термосилы, полученные для пылевых частиц, имеющих как 

отрицательный, так и небольшой положительный заряд. 

В Заключении сформулированы выводы и приведены основные 

результаты, полученные в работе: 
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1. На основе обобщенного метода моментов получена полная 

система линеаризованных уравнений переноса (уравнений моментов) 

для частично ионизованной многокомпонентной плазмы в магнитном 

поле с учетом внутренних степеней свободы частиц и химических ре-

акций, включая реакции диссоциации, ионизации и рекомбинации. 

2. Получены уравнения переноса для электронов с учетом неуп-

ругих столкновений электронов с тяжелыми частицами плазмы, при-

водящих к возбуждению вращательных и колебательных степеней 

свободы молекул и электронному возбуждению атомов плазмы, а так-

же реакций ионизации атомов электронным ударом и трехчастичной 

электрон-ионной рекомбинации. На основе этих уравнений получены 

выражения для всех транспортных потоков и соответствующих им 

коэффициентов переноса электронов. Эти результаты являются обоб-

щением соответствующих выражений, полученных Девото [16, 17] на 

основе метода Чепмена-Энскога для плазмы, состоящей из бесструк-

турных частиц. 

3. Получены выражения для поправок к скоростям реакции ио-

низации и рекомбинации в уравнении непрерывности для электронов, 

а также соотношение для величины отрыва температуры электронов от 

температуры тяжелых частиц. Получены выражения для дополнитель-

ных слагаемых в выражении для тензора давлений электронов, соот-

ветствующие учету омического нагрева плазмы, химических реакций, 

а также ненулевой сжимаемости плазмы (электронная объемная вяз-

кость). Найдены соотношения для характерного времени релаксации 

энергии электронов с учетом упругих и неупругих столкновений элек-

тронов с тяжелыми частицами плазмы, а также для коэффициента не-

упругих потерь электронов.  

4. Получены расчетные зависимости величины коэффициента 

неупругих потерь электронов от температуры плазмы для ряда моле-

кулярных (H2, N2, O2, CO2) и атомарных (H) газов. Выполнены оценки 

вклада неупругих столкновений электронов с тяжелыми частицами 

плазмы в электронные коэффициенты переноса. 

5. В рамках приближения 17 моментов получена система скаляр-

ных, векторных и тензорных уравнений переноса для тяжелых компо-

нентов химически активной плазмы, частицы которой обладают внут-

ренними степенями свободы. Получены выражения для коэффициен-

тов переноса тяжелых частиц такой плазмы в магнитном поле. 

6. Получена система уравнений переноса для случая химически 

инертной частично ионизованной плазмы бесструктурных частиц, на-

ходящейся в магнитном поле, в приближении 21 момента метода Грэ-
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да. Для этих уравнений получены выражения для моментов интеграла 

столкновений, отвечающих резонансной перезарядке ионов на атомах.  

7. На основе системы уравнений переноса в приближении 21 

момента найдены выражения для коэффициентов теплопроводности и 

вязкости произвольного компонента плазмы в магнитном поле. Эти 

выражения обеспечивают достаточную точность расчета коэффициен-

тов переноса плазмы в пределах как слабой, так и сильной ионизации 

плазмы. 

8. Рассчитаны коэффициенты вязкости и теплопроводности H, D, 

D-He и D-T плазмы. Показано, что а) учет резонансной перезарядки 

может оказывать значительное влияние на  значения коэффициентов 

переноса плазмы, б) учет различного изотопного состава D-T плазмы 

может приводить к заметному (до 10%) изменению коэффициентов 

переноса ионов плазмы, в) учет примеси гелия в дейтериевой плазме, 

параметры которой соответствуют условиям диверторной плазмы в 

токамаке в режиме газовой мишени, не оказывает заметного влияния 

на коэффициенты переноса ионов дейтерия даже при больших концен-

трациях примеси (He/D<0.5). 

9. В рамках приближения 21 момента Грэда получены выраже-

ния для ионной и электронной термосил и электронной силы трения, 

действующих на сферическую пылевую частицу в полностью ионизо-

ванной плазме в магнитном поле. Показано, что для пристеночной 

плазмы токамака продольная компонента ионной термосилы преобла-

дает над продольной компонентой ионной силы трения только для 

дозвукового течения потока плазмы. 

10. На основе соображений симметрии получены общие выраже-

ния для сил и моментов сил, действующих на пылевые частицы с вра-

щательной симметрией в плазме, находящейся в магнитном поле. По-

казано, что вращение пылинки обусловлено силой Лоренца и также 

ларморовским вращение ионов, падающих на пылевую частицу. Про-

анализирована устойчивость вращения пылинок.  

 

В Приложении 1 приведены выражения для «химического» инте-

грала столкновений и его моментов для процессов ионизации элек-

тронным ударом и трехчастичной рекомбинации. В Приложении 2 

представлены выражения для матричных элементов nlq  и nlp , отве-

чающих упругим столкновениям электронов и тяжелых частиц плаз-

мы. В Приложении 3 получены выражения для нескольких первых 

парциальных интегральных скобок, связанных с неупругими столкно-

вениями электронов с атомами и молекулами плазмы. Выражения для 

матричных элементов, отвечающих неупругим столкновениям тяже-
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лых частиц плазмы, приведены в Приложении 4. В Приложении 5 

приведены выражения для коэффициентов 
( )n

Gαβ  для плазмы в при-

ближении 21 момента. Результаты анализа динамики пылевых частиц 

с вращательной симметрией представлены в Приложении 6. 
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