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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ
Актуальность темы. Во многих разделах современной теорети-

ческой физики возникают задачи описания аналитических и динамиче-
ских свойств систем с гамильтонианами, определяемыми итерационными
процедурами. Естественной математической базой этих задач являются
теория итерированных интегралов Чена.

Одной из первых таких задач, появившихся в гидродинамике, и тем
не менее еще полностью не решенной, является проблема описания дви-
жения n вихрей на плоскости или на сфере.

Основателями вихревой динамики являются Р.Декарт, Х.Гюйгенс,
Иоганн и Даниил Бернулли.

Значительное развитие вихревой динамики относится к середине XIX
века. Оно связано с именами Г.Гельмгольца, Г.Кирхгофа, лорда Кельви-
на, В.Гребли. Ими получены существенно новые результаты в гидроди-
намике, создана наиболее общая вихревая теория материи.

Г.Гельмгольц1 доказал основные теоремы движения жидкости с неод-
нозначным потенциалом скоростей. Важнейшим его достижением явля-
ется теорема, согласно которой вихревые линии вморожены в идеальную
жидкость. Эта теорема позволила рассматривать вихревые образования
как некоторые материальные объекты, подобные телам в классической
механике. Подробный анализ результатов Гельмгольца и приложение
теории вихрей к электродинамике и метеорологии содержится в лекциях
А.Пуанкаре2.

В 1867 году лордом Кельвином (У. Томсон) была предложена теория
вихревых атомов, в которой он дал механическую интерпретацию вихре-
вого движения. Кельвин изучал задачу об устойчивости стационарного
вращения системы n точечных вихрей, помещенных в вершины правиль-
ного многоугольника. Такие конфигурации вихрей называют томсонов-
скими конфигурациями. Он провел опыты с плавающими магнитами во
внешнем магнитном поле и выявил ряд закономерностей вихревого дви-
жения. Устойчивость системы вложенных друг в друга правильных вих-
ревых многоугольников изучалась Т.X.Хавелоком3.

Г.Кирхгоф изучал вихревую динамику параллельно с Г.Гельмгольцем.
В 1876 году он опубликовал работу, в которой вывел общие уравнения

1Гельмгольц, Г. Основы вихревой теории [Текст]/Г.Гельмгольц.–М.-Ижевск: Ин-
ститут Компьютерных Исследований, 2002.–82 с.

2Пуанкаре, А. Теория вихрей [Текст]/А.Пуанкаре.–Ижевск: Изд-во РХД, 2001.–160
с.

3Havelock, T.H. The stability of motion of rectilinear vortices in ring
formation[Text]/T.H.Havelock//Phil.Mc, 1931.–Ser.7, v.11, N70.–P.617–633.
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движения n точечных вихрей, записал их в гамильтоновой форме4 и по-
казал, что уравнения, определяющие движение вихрей, в отличие от за-
дачи движения небесных тел, имеют первый порядок относительно коор-
динат. В этих уравнениях фигурируют параметры, которые Г.Кирхгоф
называл циркуляциями, и, в отличие от масс в задачах небесной меха-
ники, эти параметры могут принимать как положительные, так и отри-
цательные значения. Г.Кирхгоф нашел все первые интегралы системы n
вихрей. Он предложил эллиптическую модель вихря, которая использу-
ется для изучения движений пятен завихренности.

В 1877 В.Гребли в своей диссертации подробно описал движение трех
вихрей на плоскости. Эта задача всегда интегрируема независимо от зна-
чений интенсивностей вихрей. Система четырех вихрей в общем случае –
неинтегрируема. Это было отмечено позднее многими учеными, напри-
мер, А.Пуанкаре, С.Л.Зиглиным и другими. В.Гребли также рассмот-
рел случай движения 2n вихрей, обладающих n осями симметрии. Ре-
зультаты Гребли были независимо переоткрыты и дополнены в работах
Е.А.Новикова5,6 и X. Арефа7.

Изучением различных частных случаев движения вихрей с дополни-
тельными симметриями, которые обеспечивают сведение к квадратурам,
занимался Д.Н.Горячев8 Некоторые частные решения задачи о движе-
нии вихрей, найденные Д.Н.Горячевым, позволили прояснить ситуацию
с движением вихрей в общем неинтегрируемом случае.

Современные исследования вихревой динамики принадлежат В.В.Коз-

4Кирхгоф, Г. Механика [Текст]: лекции по математической физике/Г.Кирхгоф.–
М.: АН СССР, 1962.–404 с.

5Новиков, Е.А. Динамика и статистика системы вихрей[Текст]/Е.А.Новиков//
ЖЭТФ, 1975.–Т.68, вып.5.–С.1868–1882.

6Новиков, Е.А. Коллапс вихрей[Текст]/Е.А.Новиков, Ю.Б.Седов// ЖЭТФ, 1979.–
Т.77, вып.2/8.–С.588–597.

7Aref, H. Motion of three vortices[Text]/H.Aref//Phys.Fluids, 1988.–v.31,N5.–P.1392–
1409.

8Горячев, Д.H. О некоторых случаях движения прямолинейных параллельных
вихрей.[Текст]/Д.Н.Горячев// Москва: Унив. тип., 1898.
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лову,9,10 А.В.Борисову,11 И.С.Мамаеву, Х.Арефу,12,13 А.А.Фридману,14

А.А.Килину, С.М.Рамаданову15 и другим. Активно исследуются, на-
пример, взаимодействие вихревых цепочек с вихревыми решетками,
взаимодействие одиночных вихрей с круговыми цилиндрами, изучает-
ся вихревое движение жидкости в ограниченной области и многие дру-
гие вопросы. В.В.Козлов совместно с А.В.Борисовым и И.С.Мамаевым
показали, что задача вихревого движения с потенциалом Дайсона не яв-
ляется интегрируемой в общем случае. В.А.Богомолов16, А.А.Фридман и
П.Я.Полубаринова исследовали уравнения вихреисточников – объектов,
являющихся обобщениями вихрей Декарта.

В последнее время к изучению вихревой динамики активно привле-
каются топологические методы. А.В.Борисов и И.С.Мамаев предложи-
ли Ли-алгебраическую классификацию типов движения трех вихрей и
эффективную редукцию системы уравнений, описывающих движения
вихрей. М.А.Бергером была высказана идея рассмотрения динамичес-
ких систем, гамильтониан которых представляет топологический ин-
вариант второго порядка. Приложением топологических инвариантов
в магнитной динамике и гидродинамике занимались Г.К.Моффат17,

9Козлов, В.В. Общая теория вихрей [Текст]/В.В.Козлов.–Ижевск: Изд-во Удм. ун-
та, 1998.–238 с.

10Козлов, В.В. Симметрия, топология и резонансы в гамильтоновой
механике[Текст]/В.В.Козлов.–Ижевск: Изд-во Удм.ун-та, 1995.–432 с.

11Борисов, А.В. Математические методы динамики вихревых струк-
тур[Текст]/А.В.Борисов, И.С.Мамаев.–М.-Ижевск: Институт компьютерных ис-
следований, 2005.–368 с.

12Aref, H. Point vortex motions with a center of symmetry[Text]/H.Aref//Phys. Fluids,
1982.–v.25/12.–P.2183–2187.

13Aref, H. Integrable, chaotic and turbulent vortex motion in two-demential
flows[Text]/H.Aref//Ann. Rev. Fluid Mech., 1983.–v.15.–P.345–389.

14Фридман, А.A., Полубаринова, П.Я. О перемещающихся особенностях плоско-
го движения несжимаемой жидкости. Геофизический сборник.[Текст]/А.А.Фридман,
П.Я.Полубаринова// 1928. С. 9Џ23.

15Рамоданов, С.М. Движение кругового цилиндра и n точечных вихрей в идеаль-
ной жидкости[Текст]/С.М.Рамоданов// В. Кн.: Фундаментальные и прикладные про-
блемы теории вихрей; под.ред. А.В.Борисова, И.С.Мамаева, М.А.Соколовского.–М.-
Ижевск: Институт компьютерных исследований, 2003.–704 с.

16Богомолов, В.А. Движение идеальной жидкости постоянной плотности при на-
личии стоков[Текст]/В.А.Богомолов// Изв. АН СССР. Механика жидкости и газа,
1976.–N4.–С.21–27.

17Moffat, H.K. The degree of knottedness of tangled vortex lines[Text]/H.K.Moffat//
J.Fluid Mach., 1969.–v.35/1.–P.117–129.
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С.П.Новиков18, П.М.Ахметьев19 и другие.
Проблемы привлечения топологических методов к изучению движе-

ния магнитной жидкости и точечных вихрей, а так же выявления топо-
логического смысла понятий и величин исходя из физико-механических
соображений, являются одними из центральных задач гидродинамики и
математической физики на сегодняшний день.

Цель диссертационной работы. Целью диссертационного иссле-
дования является изучение гамильтоновых систем, описывающих движе-
ние точечных вихрей Декарта на плоскости, выявление топологическо-
го смысла гамильтониана таких систем, нахождение связи классической
задачи о движении декартовых вихрей на плоскости с инвариантами Ва-
сильева первого порядка для геометрических кос, обобщение этой клас-
сической задачи на случай, когда выбор гамильтониана системы основан
на его связи с инвариантами Васильева порядка больше первого, иссле-
дование геометрических и динамических свойств решений гамильтоно-
вых систем, нахождение условий, при которых система вихрей образует
некоторые устойчивые классические конфигурации.

Научная новизна. Показано, что классический гамильтониан си-
стемы вихрей Декарта на плоскости является мнимой частью инвариан-
та Васильева первого порядка для геометрических кос, представленного
1-итерированным интегралом Чена от логарифмических дифференци-
альных форм, а вещественная часть этого инварианта является много-
значным потенциалом системы вихрей на плоскости.

Описан общий способ построения гамильтоновых систем, связанных
с инвариантами Васильева произвольного конечного порядка.

Показано, что гамильтонова система, впервые рассмотренная
М.А.Бергером20, представляет частный случай гамильтоновой системы,
отвечающей инварианту Васильева второго порядка. Указана весовая
система, действующая на коэффициенты соответствующих итерирован-
ных интегралов, использованная для получения числового инварианта
Васильева, приводящая к системе Бергера.

Показано, что произвольный инвариант Васильева второго порядка
для геометрических кос из трех нитей можно представить в виде суммы
трех инвариантов, один из которых совпадает с интегралом использо-
ванным А.М.Бергером для построения соответствующей гамильтоновой

18Новиков, С.П. Аналитический обобщенный инвариант Хопфа[Текст]: Многознач-
ные функционалы/С.П.Новиков// УМН, 1984.–N39/5.–С.97–106.

19Akhmet’ev, P.M. A forth-order invariant for magnetic and vortex
lines[Text]/P.M.Akhmet’ev, A.Ruzmaikin// J.Geom.Phys., 1995.–v.15.–P.95–101.

20Berger, M.A. Hamiltonian dynamics generated by Vassiliev invariants[Text]/
M.A.Berger// J. Phys. A: Math. Gen., 2001.–v.34.–P.1363–1374.
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системы. Для каждого слагаемого в разложении инварианта Васильева
второго порядка рассмотрены соответствующие возмущения гамильто-
ниана классической системы трех вихрей на плоскости. Показано, что
полученные гамильтоновы системы задают движение, которое можно
трактовать как вихревое движение на плоскости. Для каждой такой га-
мильтоновой системы установлено сохранение центра завихренности со-
ответствующей системы вихрей и выведены уравнения, действительные
корни которых определяют сохраняющиеся коллинеарные конфигура-
ции. В частности, доказано, что уравнение, определяющее коллинеар-
ные конфигурации вихрей, для случая гамильтониана представляюще-
го инвариант Васильева порядка не выше второго с примененной муль-
типликативной весовой системой, совпадает с уравнением для задачи
трех вихрей с классическим гамильтонианом. Доказано существование
сохраняющейся томсоновской конфигурации для системы трех вихрей с
гамильтонианом, отвечающим инварианту Васильева порядка не выше
второго. Доказано, что все сохраняющиеся конфигурации для системы
классических точечных вихрей на плоскости сохраняются и для случая,
когда гамильтониан представлен полным инвариантом Васильева.

Проанализирована задача двух вихрей для случаев, когда гамильто-
ниан представляет инвариант Васильева второго и третьего порядков,
соответственно.

Методы исследования. При формулировке и доказательстве
утверждений и теорем использованы дифференциально-геометрические
и топологические понятия и методы, а так же методы математического
анализа, систематически применяются аппарат итерированных интегра-
лов Чена и инварианты Васильева для геометрических кос.

Теоретическая и практическая ценность. Работа носит теоре-
тический характер. Методы и результаты исследования могут быть ис-
пользованы как в математической физике для описания движения жид-
кости (в том числе и в МГД), так и для динамической интерпретации
инвариантов конечных порядков для геометрических кос.

Апробация результатов. Основные результаты диссертации до-
кладывались на следующих конференциях: Международная конферен-
ция "Александровские чтения – 2006", посвященная 110-летию со дня
рождения Павла Сергеевича Александрова, МГУ, 2006; Международная
конференция по дифференциальным уравнениям и динамическим систе-
мам, Суздаль, 2006; Воронежская зимняя математическая школа "Со-
временные методы теории функций и смежные проблемы – 2007", Воро-
неж, 2007; Международная конференция "Дифференциальные уравне-
ния и смежные вопросы – 2007", посвященная памяти И.Г.Петровского,
Москва, 2007; Международная конференция "Анализ и особенности", по-
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священная 70-летию В.И.Арнольда, Москва, 2007; "Воронежская зимняя
математическая школа С.Г.Крейна - 2008", Воронеж, 2008; Междуна-
родная конференция "Дифференциальные уравнения и топология", по-
священная 100-летию со дня рождения Льва Семеновича Понтрягина
(1908-1988), Москва, 2008; Международная конференция по дифферен-
циальным уравнениям и динамическим системам, Суздаль, 2008, "Во-
ронежская зимняя математическая школа С.Г.Крейна - 2010", Воро-
неж, 2010, а также обсуждалась на следующих семинарах: семинар "Уз-
лы и теория представлений"под рук.дфмн., профессора В.О.Мантурова,
Д.П.Ильютко, И.М.Никонова (МГУ, 2006), научный семинар "Про-
блемы современной математики"под руководством дфмн., профессора
Н.А.Кудряшова (НИЯУ "МИФИ" , 9 октября 2014), семинар по анали-
тической теории дифференциальных уравнений под рук. дфмн., профес-
сора Ю.С.Ильяшенко (МИАН, 22 октября 2014), семинар под. руковод-
ством кфмн., профессора А.Б.Сосинского (МЦНМО Независимый мос-
ковский университет, 19 декабря 2014) а также на семинаре по геометрии
и топологии под руководством дфмн., профессора В.П.Лексина в ГАОУ
ВПО МГОСГИ.

Публикации. Основные результаты диссертации опубликованы в
18 работах автора, список которых приведен в конце автореферата.

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введе-
ния, 4 глав, состоящих из 22 параграфов, и списка литературы. Объем
работы составляет 142 страницы, включая список литературы, содержа-
щий 48 наименований.

Содержание работы.

Во введении обсуждается история проблемы, изложены основные
результаты представляемой диссертационной работе и ее структура.

В первой главе сформулированы определения следующих понятий:
лагранжиан L, гамильтониан H, градиентная система ẏi = (∇f)i, кано-
нические координаты, гамильтоновы системы.

Указана связь уравнений Эйлера-Лагранжа с уравнениями Гамильто-
на. Обсуждается геометрическая основа гамильтоновых уравнений, как
частного случая градиентных систем. Отмечен ряд, необходимых для
изложения основного материала, свойств скобок Пуассона.

Во второй главе рассматриваются интегральные представления ин-
вариантов Васильева для геометрических кос с помощью итерированных
интегралов Чена. Топологическими инвариантами кос (узлов) являются
функции определенные на классах эквивалентности кос (узлов). Особую
роль среди топологических инвариантов играют инварианты Васильева.
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Они распространены на множество сингулярных кос (узлов) соотноше-
нием

I ′(Ksing,m+1) = I(Ksing,m
+ )− I(Ksing,m

− ),

гдеKsing,m
+ иKsing,m

− - косы (узлы), полученные из первоначального заме-
ной одной из сингулярных точек, соответственно переходом и проходом.

Интегральное представление инвариантов Васильева конечного по-
рядка было предложено Концевичем21. В предложенной им конструкции
использовались логарифмические дифференциальные формы. Т.Коно22

была предложена запись инварианта Васильева с помощью итерирован-
ных интегралов Чена. В работе сформулированы определение и ряд
свойств итерированных интегралов от логарифмических дифференци-
альных форм23.

Пусть P b
a(M) – пространство путей в многообразии M с началом в

точке a и концом в точке b. Каждый путь путь γ ∈ P b
a(M) представлен

отображением отрезка [0; 1],

γ : [0; 1]→M,γ(0) = a и γ(1) = b.

Пусть ω1, . . . , ωq – 1-дифференциальные формы, определенные на
пространстве кусочно гладких путей P b

a(M) многообразия M .
Определение. Итерированными интегралами Чена от 1-форм

ω1, . . . , ωq называются гладкие функции на пространстве P b
a(M), опре-

деляемые индуктивным правилом

Ir(γ) =

∫
γ

ω1 . . . ωr :=

∫
γ

(∫
γt
ω1 . . . ωr−1

)
ωr, γ

t(τ) = γ(tτ); t, τ ∈ [0; 1].

Для итерированных интегралов от 1-форм имеют место формула
дифференцирования

d

∫
γ

ω1 . . . ωq = −
q∑
i=1

∫
γ

ω1 . . . ωi−1dωiωi+1 . . . ωq−

−
q−1∑
i=1

(−1)i
∫
γ

ω1 . . . ωi−1(ωi ∧ ωi+1)ωi+2 . . . ωq,

21Kontsevich, M. Vassiliev’s Knot Invariants[Text]/M.Kontsevich//Advances in Soviet
Mathematics, 1993.–v.16,Part 2.– P.137–150.

22Kohno, T. Vassiliev Invariants of Braids and Iterated Integrals [Text]/T.Kohno//
Advanced Studies in Pure Mathematics, 2000.–v. 27.–P.157–168.

23Хейн, Р.М. Итерированные интегралы и проблема гомотопических
периодов[Текст]/Р.М.Хейн.– М.: Наука. Гл. ред. физ.-мат. лит., 1988.– 96 с.
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и формула Стокса∫
C

(
d

∫
ω1 . . . ωq

)
=

∫
∂C

(∫
ω1 . . . ωq

)
=

∫
C(1)

ω1 . . . ωq −
∫
C(0)

ω1 . . . ωq,

где C : [0; 1] → P b
a(M) – путь, рассматриваемый как сингулярный сим-

плекс в пространстве P b
a(M). Начальная и конечная точки C(0) и C(1)

пути C в свою очередь являются элементами пространства путей P b
a(M).

Этот симплекс задает гомотопию между γ1 и γ2, C(0) = γ1 и C(1) = γ2
в пространстве путей P b

a(Xn).
Рассмотрим конфигурационное пространствоXn = Cn\(∪i<jHij) упо-

рядоченных наборов n попарно различных точек плоскости C, где Hij -
диагональная гиперплоскость определяемая уравнением zi−zj = 0. Путь
γ в пространстве Xn задает пространственно-временную диаграмму дви-
жения n точек на плоскости. Эта диаграмма является геометрической
косой в пространстве C× R.

Зададим замкнутую 1-форму ω̃ выражением

ω̃ =
∑
i<j

Xij ⊗ ωij ∈ A⊗ Ω1(ln (∪i<jHij)),

где A = [Xij : 1 ≤ i < j ≤ n] является алгеброй некоммутиру-
ющих полиномов от формальных переменных Xij, а Ω1(ln (∪i<jHij)) –
векторное пространство логарифмических дифференциальных 1-форм,
порожденное формами ωij = 1

2π
√
−1 ·

d(zi−zj)
zi−zj .

Форма ω̃ определяет формальную связность, которая будет интегри-
руемой в смысле Фробениуса, если выполнено условие ω̃ ∧ ω̃ = 0. Это
условие эквивалентно следующему набору коммутационных соотноше-
ний для коэффициентов связности

[Xij;Xkl] = 0, если {i, j} ∩ {k, l} = ∅,

[Xij;Xjk +Xik] = 0, где i 6= j 6= k 6= i.

В работе доказано
Предложение 2.4.1. Итерированный интеграл Ir(γ) =

∫
γ
ω̃ . . . ω̃︸ ︷︷ ︸

r

определяет топологический инвариант для геометрических кос, то
есть зависит лишь от класса изотопий косы γ при фиксированных кон-
цах.

Т.Коно22 была доказана следующая
22Kohno, T. Vassiliev Invariants of Braids and Iterated Integrals [Text]/T.Kohno//

Advanced Studies in Pure Mathematics, 2000.–v. 27.–P.157–168.
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Теорема.Сумма

I≤m = 1 +

∫
γ

ω̃ +

∫
γ

ω̃ω̃ + . . .+

∫
γ

ω̃ . . . ω̃︸ ︷︷ ︸
m

определяет универсальные инварианты Васильева порядка не выше m,
если форма ω̃ удовлетворяет условию интегрируемости ω̃ ∧ ω̃ = 0.

Универсальность инварианта означает, что любой числовой инвари-
ант Васильева конечного порядка можно получить, применив к коэф-
фициентам универсального инварианта весовую систему W : A → C,
сохраняющую соотношения, обеспечивающие интегрируемость формы
ω̃ =

∑
i<j Xij ⊗ ωij. Иными словами, для m ≤ 2 должны выполняться

соотношения

W (XijXkl) = W (XklXij), если {i, j} ∩ {k, l} = ∅,

W (XijXjk) +W (XijXik) = W (XjkXij) +W (XikXij), где i 6= j 6= k 6= i.

Замечание. В конструкции, предложенной Т.Коно, использованы
формальные коэффициенты Xij. Эти коэффициенты можно интерпре-
тировать, например, как хордовые диаграммы кос. Тогда указанным
коммутационным соотношениям будут соответствовать соотноше-
ния в алгебре хордовых диаграмм.

В третьей главе рассматриваются основные определения и кон-
струкции, используемые в классической теории точечных вихрей на
плоскости. Уравнения движения системы точечных вихрей с интенсив-
ностями Γs ∈ R на плоскости имеют гамильтонову форму

Γsẋs =
∂H

∂ys
, Γsẏs = −∂H

∂xs
, 1 ≤ s ≤ n,

где гамильтониан H имеет вид

H = − 1

4π

n∑
i<j

ΓiΓj ln ((xi − xj)2 + (yi − yj)2),

который задает энергию системы взаимодействующих вихрей.
Уравнения движения вихрей можно записать и в градиентном виде24

Γsẋs =
∂Φ

∂xs
, Γsẏs =

∂Φ

∂ys
, 1 ≤ s ≤ n,

24Козлов, В.В. Общая теория вихрей [Текст]/В.В.Козлов.–Ижевск: Изд-во Удм. ун-
та, 1998.–238 с.
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используя функцию потенциала

Φ =
1

2π

∑
i<j

ΓiΓjϕij,

где ϕij = arctg
yi−yj
xi−xj обозначает угол, который образует отрезок с конца-

ми (xi, yi) и (xj, yj) с положительным направлением оси абсцисс.
В работе непосредственно используются относительные переменные,

которыми являются квадраты взаимных расстоянийMij и ориентирован-
ные площади треугольников ∆ijk натянутые на тройки вихрей заданных
радиус-векторами ri, rj, rk. Относительные переменные выражаются че-
рез комплексные абсолютные координаты zk = xk+

√
−1yk, k = 1, 2, . . . , n

следующим образом

∆ijl =
1

2
√
−1

((zj − zl)zi + (zl − zi)zj + (zi − zj)zl)

Mij = (zi − zj)(zi − zj).

В работе приведено уравнение

p(z) = (Γ1 + Γ2)z
3 − (2Γ1 + Γ2)z

2 − (2Γ3 + Γ2)z + Γ2 + Γ3 = 0,

вещественные корни которого определяют сохраняющиеся коллинеарные
конфигурации системы трех классических вихрей на плоскости11.

В четвертой главе рассмотрено представление обобщенных
инвариантов Васильева с помощью итерированных интегралов Чена.
Указан общий способ построения гамильтоновых систем, отвечающих
инвариантам Васильева. Проанализирована задача двух вихрей для слу-
чаев, когда гамильтониан, представляют, соответственно, инвариант Ва-
сильева второго и третьего порядков. Для каждого вида гамильтониа-
на выписаны уравнения движения, записаны уравнения, определяющие
эволюцию квадрата расстояния между вихрями, проанализированы ос-
новные случаи для значений интенсивностей вихрей.

Как было отмечено во второй главе, справедливо
Предложение 2.4.3.Сумма

I≤n = 1 +

∫
ω̃ +

∫
ω̃ω̃ + . . .+

∫
ω̃ . . . ω̃︸ ︷︷ ︸

n

11Борисов, А.В. Математические методы динамики вихревых струк-
тур[Текст]/А.В.Борисов, И.С.Мамаев.–М.-Ижевск: Институт компьютерных ис-
следований, 2005.–368 с.
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определяет универсальные инварианты Васильева порядка не выше n,
если форма ω̃ удовлетворяет условию интегрируемости ω̃ ∧ ω̃ = 0.

Укажем общую схему построения гамильтоновой системы, отве-
чающую произвольной комплекснозначной аналитической функции
F = K +

√
−1H, где K и H - вещественнозначные функции. Выберем

в качестве гамильтониана нашей динамической системы мнимую часть
функции F . Производная по времени от координат частиц системы с
гамильтонианом H может быть вычислена как żk = {zk;H}, с использо-
ванием скобки Пуассона в комплексных координатах

{f ; g} = −2
√
−1

n∑
k=1

1

Γk
(∂kf∂kg − ∂kf∂kg), где Γk ∈ R \ {0}.

Учитывая условия Коши-Римана, получим

żk =
1

Γk
∂kF .

При таком подходе к построению гамильтоновой системы, справед-
лива теорема

Теорема 4.1.5. Если гамильтониан системы на плоскости
представлен мнимой частью некоторой аналитической функции
F (z1, . . . , zn), то соответствующая функция потенциала представля-
ет действительную часть этой функции, причем соответствующая
градиентная система имеет вид

Γiẋi =
∂

∂xi

(
F + F

2

)
, Γiẏi =

∂

∂yi

(
F + F

2

)
, i = 1, . . . , n.

Данный подход применяется для случая, когда выше указанная
функция F представляет числовой инвариант Васильева конечного по-
рядка. Рассмотрим числовые инварианты Васильева порядка не выше
первого V = W (1 + I1) = W (1) +

∑
1≤i<j≤n

W (Xij)
∫
ωij.

В качестве гамильтониана нашей системы выберем мнимую часть ин-
варианта Васильева первого порядка H(γ) = ImW (I1(γ)).

ПустьW (Xij) = ΓiΓj и ∀s ∈ {1, 2, . . . , n} Γs ∈ R. Тогда Гамильтониан
имеет вид

H = H(γ) = Im
1

2π
√
−1

∑
1≤i<j≤n

ΓiΓj

∫
γ

d(zi − zj)
zi − zj

= − 1

2π

∑
1≤i<j≤n

ΓiΓj ln rij,

где rij =
√
Mij.
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Следует заметить, что выражение дляH(γ) является топологическим
инвариантом, поэтому при малых деформациях, не меняющих класс эк-
вивалентности косы γ, зависит только от начального положения вих-
рей γ(0) = (z1(0), . . . , zn(0)) и от их конечного положения на плоскости
γ(t) = (z1(t), . . . , zn(t)) в момент времени t.

Каждую константу Γs можно интерпретировать как интенсивность
s-ого вихря на плоскости .

В работе доказана
Теорема 4.1.3. Пусть гамильтониан H является мнимой частью

инварианта Васильева первого порядка, представленного 1-итерирован-
ным интегралом Чена W (I1) =

∑
i<j

(
W (Xij)

2π
√
−1 ⊗

∫
γ
d ln(zi − zj)

)
с весовой

системой W (Xij) = ΓiΓj. Тогда динамическая система на конфигураци-
онном пространстве Xn = Cn\(∪i<jHij), определяемая гамильтонианом
H совпадает с системой n точечных декартовых вихрей на плоскости.

Γiẋi =
∂H

∂yi
; Γiẏi = −∂H

∂xi

H = ImW (I1(γ)) = − 1

2π

∑
1≤i<j≤n

ΓiΓj ln rij.

Вещественная часть этого инварианта также имеет вполне опреде-
ленный физический и геометрический смысл.

Как известно, в классической задаче вихрей на плоскости фигурирует
функция потенциала Φ, с помощью которой можно записать уравнения
движения вихрей в виде градиентной системы24.

Γiẋi =
∂Φ

∂xi
, Γiẏi =

∂Φ

∂yi
.

В работе доказано следующее
Предложение 4.1.4. В классической задаче системы вихрей на

плоскости с гамильтонианом, являющимся мнимой частью инвариан-
та Васильева первого порядка, функция потенциала является действи-
тельной частью того же инварианта:

H = ImW
(∑

i 6=j

Xij

2π
√
−1

∫
d ln (zi − zj)

)
= − 1

2π

∑
1≤i<j≤n

ΓiΓj ln rij,

Φ = ReW
(∑

i 6=j

Xij

2π
√
−1

∫
d ln (zi − zj)

)
=

1

2π

∑
1≤i<j≤n

ΓiΓjϕij,

24Козлов, В.В. Общая теория вихрей [Текст]/В.В.Козлов.–Ижевск: Изд-во Удм. ун-
та, 1998.–238 с.
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где W (Xij) = ΓiΓj, а ϕij = arctg
yi−yj
xi−xj .

Следовательно, если записать инвариант Васильева в виде аналити-
ческой функции, например, с помощью итерированных интегралов Чена,
то гамильтонову систему, порожденную таким инвариантом, можно за-
писать в градиентном виде. Тогда аналогом классической функции по-
тенциала для системы точечных вихрей на плоскости будет являться
действительная часть рассматриваемого инварианта Васильева.

С инвариантом Васильева второго порядка, представленным 2-
итерированным интегралом Чена I2 =

∫
ω̃ω̃, можно связать динамичес-

кую систему с гамильтонианом H = Im W (I2).
Уравнения Гамильтона будут иметь вид

Γiẋi =
∂H

∂yi
; Γiẏi = −∂H

∂xi
,

H = ImW (I2(γ)) =
∑

1≤i<j≤n

∑
1≤k<l≤n

W (XijXkl)

∫
γ

ωijωkl.

Далее будем рассматривать системы трех вихрей на плоскости. В ра-
боте доказано следующее предложение:

Предложение 4.4.1.Произвольный 2-итерированный интеграл, за-
дающий инвариант Васильева второго порядка для геометрических кос
с тремя нитями

W

(∫
γ

ω̃ω̃

)
=

∑
1≤i<j≤3

∑
1≤k<l≤3

W (XijXkl)

∫
γ

ωijωkl,

можно представить в виде суммы трех инвариантов Васильева вто-
рого порядка, два из которых Θ123 и Φ123 являются суммой разложи-
мых инвариантов Васильева второго порядка в произведение инвариан-
тов Васильева первого порядка, а третий Ψ123 представляет интеграл,
введенный М.А.Бергером, и является неразложимым инвариантом Ва-
сильева второго порядка.

W

(∫
γ

ω̃ω̃

)
= Θ123 + Φ123 + Ψ123,

где

Θ123 =
1

2

[
W (X12X12)

∫
γ

ω12

∫
γ

ω12 +W (X13X13)

∫
γ

ω13

∫
γ

ω13+

+W (X23X23)

∫
γ

ω23

∫
γ

ω23

]
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Φ123 =
1

2
W (X13X12 +X12X13)

∫
γ

ω13

∫
γ

ω12+

+
1

2
W (X23X13 +X13X23)

∫
γ

ω13

∫
γ

ω23 +
1

2
W (X23X12 +X12X23)

∫
γ

ω12

∫
γ

ω23

Ψ123 =
1

2
W (X13X12 −X12X13)

[∫
γ

(ω13 − ω23)ω12+

∫
γ

(ω23 − ω12)ω13+

+

∫
γ

(ω12 − ω13)ω23

]
.

Это разложение получено применением соотношений на коэффици-
енты Xij и свойства итерированных интегралов для 1-форм∫

ω1 . . . ωr ·
∫
ωr+1 . . . ωr+s =

∑
σr,s∈Sr+s

∫
ωσ(1) . . . ωσ(r+s),

где в правой части ведется суммирование по всем перестановкам типа
(r, s), то есть перестановкам σ удовлетворяющим требованиям

σ−1(1) < σ−1(2) < . . . < σ−1(r),

σ−1(r + 1) < σ−1(r + 2) < . . . < σ−1(r + q).

Вихревое движение с гамильтонианом H = Im Ψ123 было впервые
рассмотрено М.Бергером. Не трудно указать весовую систему, которая
приводит к системе М.Бергера. Определим весовую систему правилом

W (XijXkl) =
1

8
sign(k − i+ l − j)(−1)(k−i+l−j)(Γi + Γk)(Γj + Γl).

Легко проверить, что данная весовая система сохраняет требования на
интегрируемость формы ω̃. Случай рассмотренный Бергером соответ-
ствует условию 1

2
W (X13X12−X12X13) = 1, которое очевидно выполнено,

при Γ1 = Γ2 = Γ3 = 1. Им были указаны некоторые свойства этой систе-
мы, такие как сохранение центра завихренности системы и отсутствие
рассеяния. Можно проверить, что данная система не будет иметь сохра-
няющихся коллинеарных и равносторонних конфигураций.

Найдем условия, которые определяют сохраняющиеся коллинеарные
конфигурации системы трех вихрей на плоскости для возмущений клас-
сических гамильтоновых систем с помощью слагаемых Θ123, Φ123 и Ψ123.

Для случая трех вихрей определена единственная ориентированная
площадь треугольника ∆123. Необходимым и достаточным условием со-
хранения коллинеарных конфигураций трех вихрей являются уравнения
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{
∆123 = 0

∆̇123 = 0.

Если вихри расположены на одной прямой, то все относительные ко-
ординаты можно выразить через одну из них. Например, можно поло-
жить 

z1 − z2 = z12

z3 − z2 = u · z12
z3 − z1 = (u− 1) · z12.

Справедливо следующее предложение
Предложение. Если W (X13X12−X12X13) 6= 0, то система вихрей с

гамильтонианом H = Im W (I1+I2) = Im W (I1)+Im (Θ123+Φ123+Ψ123)
не будет обладать сохраняющимися коллинеарными конфигурациями.

Далее будем считать, что весовая система W , применяемая к коэф-
фициентам итерированных интегралов, определяется правилом

W (Xi1j1Xi2j2) = W (Xi1j1)W (Xi2j2),W (Xisjs) = ΓisΓjs , где все Γs ∈ R,

то есть является мультипликативной. В этом случае гамильтониан будет
иметь вид

H = Im W (I1 + I2) = Im W (I1) + Im (Θ123 + Φ123)

Для рассматриваемой весовой системы W можно указать явный вид
гамильтониана

H =
∑

1≤i<j≤3

ΓiΓj ln rij +
∑

1≤i<j≤3

∑
1≤k<l≤3

ΓiΓjΓkΓl · ϕij · ln rkl

Воспользовавшись соотношением Γsżs = ∂s(W (I1)+Θ123+Φ123), полу-
чим следующее уравнение, определяющее сохраняющиеся коллинеарные
конфигурации

(
1

2π
− L

8π2
√
−1

)(
(Γ1 + Γ2)u

3 − (2Γ1 + Γ2)u
2 − (2Γ3 + Γ2)u+ (Γ2 + Γ3)

u(1− u)

)
= 0,

где L = Γ1Γ2 + Γ1Γ3 + Γ2Γ3 представляет собой полный вихревой момент
системы трех вихрей. Значения u = 0 и u = 1 соответствуют ситуации
коллапса двух из трех вихрей. В этом случае коллинеарная конфигура-
ция является тривиальной.
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Таким образом, справедлива следующая
Теорема 4.6.1. Пусть гамильтониан системы трех вихрей пред-

ставляет инвариант Васильева порядка не выше второго, выражен-
ный суммой итерированных интегралов Чена, с мультипликативной
весовой системой W (XijXkl) = W (Xij)W (Xkl), где W (Xij) = ΓiΓj, то-
гда уравнение, определяющее коллинеарные конфигурации данной систе-
мы вихрей полностью совпадает с уравнением для классической задачи
трех точечных вихрей на плоскости

(Γ1 + Γ2)u
3 − (2Γ1 + Γ2)u

2 − (2Γ3 + Γ2)u+ (Γ2 + Γ3) = 0.

Предложение.Для случая произвольной весовой системы W , сохра-
няющей условия для интегрируемости формы ω̃, выбрав в качестве га-
мильтониана функцию

H = Im (W (I1) + Θ123 + Φ123 + Ψ123),

а так же при условии Γ1 + Γ2 + Γ3 6= 0 выполняется соотношение

d

dt

(
Γ1z1 + Γ2z2 + Γ3z3

Γ1 + Γ2 + Γ3

)
=

Γ1ż1 + Γ2ż2 + Γ3ż3
Γ1 + Γ2 + Γ3

= 0,

которое означает неподвижность центра завихренности системы
трех вихрей на плоскости с интенсивностями Γ1, Γ2 и Γ3.

Одной из центральных задач исследования движения вихрей на плос-
кости является проблема отыскания сохраняющихся конфигураций, в
частности, исследование устойчивости стационарного вращения системы
n точечных вихрей, помещенных в вершины правильного n-угольника.
Такие конфигурации, как было отмечено выше, называют томсоновски-
ми по имени В.Томсона (лорд Кельвин), который впервые поставил дан-
ную задачу.

Мы будем исследовать случай трех вихрей. В §4.7 главы IV представ-
лено новое доказательство существования томсоновских конфигураций
для трех классических вихрей с равными интенсивностями, а так же
приведено доказательство существование такой томсоновской конфигу-
рации для системы трех неклассических вихрей, определяемой гамиль-
тонианом

H = Im W (I1 + I2) = Im W (I1) + Im (Θ123 + Φ123),

который отвечает инварианту Васильева порядка не выше второго. Этот
инвариант получен применением к коэффициентам универсального ин-
варианта Васильева порядка не выше второго мултипликативной весовой
системы W .
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Для доказательства существования томсоновских конфигураций си-
стемы трех вихрей будем использовать относительные переменные M12,
M13 и M23, которые являются квадратами взаимных расстояний. Сохра-
няющиеся томсоновские конфигурации будут определяться системой{

M12 = M13 = M23

Ṁ12 = Ṁ13 = Ṁ23 = 0

Так как Mks = (zk − zs)(zk − zs), то

Ṁks = (żk − żs)(zk − zs) + (zk − zs)(żk − żs).

Подставляя соотношения для производных от абсолютных координат в
выражение для Ṁ12 и предполагая Γ1 = Γ2 = Γ3 = Γ, окончательно
получаем

Ṁ12 = −3Γ3

4π2
· lnM12M13M23

Очевидно, при условии M12 = M13 = M23 = 1, производная Ṁ12 =
Ṁ13 = Ṁ23 = 0, что означает сохранение расстояния между вихрями во
время движения.

Таким образом, рассмотренная нами система неклассических вихрей
также обладает томсоновскими конфигурациями, как и в классическом
случае.

В работе так же рассмотрен вопрос о существовании устойчивых том-
соновских и устойчивых коллинеарных конфигураций вихрей для случая
гамильтоновой системы, отвечающей полному инварианту Васильева, то
есть с гамильтонианом H = ImW (I∞), где W (I∞) =

∑∞
k=0W (Ik). Если

рассмотреть мультипликативную весовую систему W , действующую по
правилу

W (Xk1s1Xk2s2 . . . Xknsn) = W (Xk1s1)W (Xk2s2) . . .W (Xknsn),

для любого n ∈ N и удовлетворяющей требованию для интегрируемости
связности ω̃ =

∑
i<j Xij ⊗ ωij, то

W (I∞) =
∞∑
k=0

W (Ik) = eW (I1),

где W (I1) = Φ + iH, а H и Φ, соответственно, гамильтониан и функция
потенциала для системы классических вихрей, соответствующей инва-
рианту Васильеву первого порядка.
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Учитывая соотношения

żk = ∂kW (I∞) = ∂ke
W (I1) = eW (I1) · ∂kW (I1),

заключаем, что, если H = ImW (I1) = 2πk, k ∈ Z, то производные по
времени относительных координат ∆̇∞ и Ṁ∞

ks для случая H = ImW (I∞),
будут пропорциональны соответствующим производным ∆̇ и Ṁks для
случая H = ImW (I1), а именно

∆̇∞ = C · ∆̇, Ṁ∞
ks = C · Ṁks,

где C – некоторая константа.
Данные соотношения означают, что справедлива теорема
Теорема 4.7.1.Все существующие сохраняющиеся томсоновские

и сохраняющие коллинеарные конфигурации для классической систе-
мы вихрей имеют место и для системы неклассических вихрей с га-
мильтонианом H = Im (

∑∞
k=0W (Ik)), представляющим мнимую часть

полного числового инварианта Васильева, полученного применением к
коэффициентам формы ω̃ =

∑
i<j Xij ⊗ ωij мультипликативной ве-

совой системы W , действующей по правилу W (Xij) = ΓiΓj, если
H = ImW (I1) = 2πk, k ∈ Z.

В заключительном параграфе §4.7 главы IV , рассмотрена задача
двух вихрей для двух частных случаев, когда гамильтониан представля-
ет собой мнимую часть инварианта Васильева порядка не выше второго
и порядка не выше третьего. Предполагая, что весовая система W явля-
ется вещественнозначной, то есть W : A → R, выпишем явный вид га-
мильтонианов и производных от координат по времени. В нашем случае
логарифмическая форма, порождающая инварианты Васильева имеет
вид ω̃ = X12 ⊗ ω12 = 1

2π
√
−1 ·

d(z1−z2)
z1−z2 .

Для инварианта Васильева порядка не выше второго

H = ImW (I1+I2) = − 1

2π
W (X12) ln |z1 − z2|−

1

4π2
W (X12X12)ϕ12 ln |z1 − z2|,

Γ1ż1 = −W (X12)

2π
√
−1

1

z1 − z2
− W (X12X12)

4π2

ln (z1 − z2)
z1 − z2

Γ2ż2 =
W (X12)

2π
√
−1

1

z1 − z2
+
W (X12X12)

4π2

ln (z1 − z2)
z1 − z2

Как и ранее, применяется мультипликативная весовая система W ,
поэтому W (X12X12) = W (X12)W (X12) = Γ2

1Γ
2
2. В этом случае измене-

ние квадрата взаимного расстояния M12 между двумя вихрями задается
уравнением

Ṁ12 = −Γ1Γ2

4π2
(Γ1 + Γ2) lnM12
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Знак Ṁ12 зависит только от знака lnM12. Таким образом, если
W (X12X12) > 0, Γ1 > 0 и Γ2 > 0 и расстояние между двумя вихрями
достаточно велико, то есть, |r12| > 1, то вихри стремятся сблизиться. Ес-
ли же вихри сближаются на расстояние меньше единицы, то расстояние
между ними начинает увеличиваться. Другими словами, если расстоя-
ние между двумя вихрями равно |r12| = 1, то такое положение будет
устойчивым.

В случае, если Γ1 = −Γ2, получаем Ṁ12 = 0. Следовательно, отрезок,
соединяющий вихри, не изменяет свою длину. При этом, как и в случае
классической системы двух вихрей, он будет двигаться прямолинейно,
то есть остается параллельным самому себе.

Для инварианта Васильева порядка не выше третьего

H = ImW (I1 + I2 + I3) = − 1

2π
W (X12) ln |z1 − z2|−

− 1

4π2
W (X12X12)ϕ12 ln |z1 − z2|+

W (X12X12X12)

48π3
(ln3 |z1 − z2|−3ϕ2

12 ln |z1 − z2|),

а производные от абсолютных координат будут иметь вид

Γ1ż1 = −W (X12)

2π
√
−1

1

z1 − z2
− W (X12X12)

4π2

ln (z1 − z2)
z1 − z2

+

+
W (X12X12X12)

16π3
√
−1

ln2 (z1 − z2)
z1 − z2

,

Γ2ż2 =
W (X12)

2π
√
−1

1

z1 − z2
+
W (X12X12)

4π2

ln (z1 − z2)
z1 − z2

−

−W (X12X12X12)

16π3
√
−1

ln2 (z1 − z2)
z1 − z2

.

Скорость изменения квадрата взаимного расстояния M12 между дву-
мя вихрями выражается формулой

Ṁ12 = −Γ1Γ2

4π2
(Γ1 + Γ2) lnM12 +

Γ2
1Γ

2
2

16π3
√
−1

(Γ1 + Γ2) lnM12 · ln
(
z1 − z2
z1 − z2

)
В случае интенсивностей Γ1 = −Γ2 квадрат взаимного расстояния

между вихрями остается неизменным.
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