




ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

ÀÊÒÓÀËÜÍÎÑÒÜ ÒÅÌÛ. Òåîðèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ � îáëàñòü ñî-

âðåìåííîé ìàòåìàòèêè, íà÷àëî àêòèâíîãî ðàçâèòèÿ êîòîðîé, ÷àñòî ñâÿ-

çûâàþò ñ ðàáîòàìè À.Í. Òèõîíîâà. Ýòè ðàáîòû áûëè èíèöèèðîâàíû çà-

äà÷àìè ïðàêòèêè è â ïåðâóþ î÷åðåäü ãåîëîãîðàçâåäêè. Â ïîñòàíîâêàõ

îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, íàðÿäó ñ ðåøå-

íèåì, ñ÷èòàþòñÿ íåèçâåñòíûìè èñòî÷íèêè èëè êîýôôèöèåíòû óðàâíå-

íèÿ, ò. å. ñ÷èòàþòñÿ íåèçâåñòíûìè ñâîéñòâà èçó÷àåìîé ìîäåëè (ñðåäû).

Òàêàÿ ïîñòàíîâêà ñîâåðøåííî åñòåñòâåííà ñ òî÷êè çðåíèÿ èññëåäîâàòå-

ëÿ è ìîæåò áûòü äàæå áîëåå åñòåñòâåííà, ÷åì ïîñòàíîâêè, òàê íàçûâà-

åìûõ, ïðÿìûõ çàäà÷, êîãäà âñå êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ, èñòî÷íèêè è

ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äàíû, à èùåòñÿ òîëüêî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ. Ïðè äî-

ñòàòî÷íî øèðîêîì ïîäõîäå ê òåðìèíó îáðàòíàÿ çàäà÷à, ìîæíî ñ÷èòàòü,

÷òî çàðîæäåíèå òåîðèè îáðàòíûõ çàäà÷ ñâÿçàíî ñ ðàáîòàìè È. Íüþòî-

íà, À. Ïóàíêàðå, À.Ì. Ëÿïóíîâà, Ë. Ëèõòåíøòåéíà, Â.À. Àìáàðöóìÿíà

è äð.

Ïðè èçó÷åíèè ëþáîãî ÿâëåíèÿ èëè ïðîöåññà ñíà÷àëà ôîðìèðóåòñÿ åãî

ôèçè÷åñêàÿ ìîäåëü íà îñíîâå ñîîòâåòñòâóþùèõ îïûòîâ è íàáëþäåíèé,

ïîñëå ÷åãî çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ íà ìàòåìàòè÷åñêîì ÿçûêå, âîçíèêà-

åò ìîäåëü ìàòåìàòè÷åñêàÿ. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ñîñòàâëÿþò ïðåäìåò

èçó÷åíèÿ äëÿ ìàòåìàòèêîâ. Íà êàæäîì èç ýòèõ äâóõ îñíîâíûõ ýòàïîâ ïî-

ëó÷åíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïðîèñõîäèò îãðóáëåíèå ïðîöåññà, ïðåíå-

áðåæåíèå ¾ìàëûìè ÷ëåíàìè¿. Â ýòîì ñëó÷àå âîïðîñ î òîì íàñêîëüêî ìà-

òåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü îòðàæàåò ðåàëüíûé ïðîöåññ, ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì.

Îñíîâíûìè êðèòåðèÿìè àäåêâàòíîñòè ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïðèíÿòî

ñ÷èòàòü åäèíñòâåííîñòü, ñóùåñòâîâàíèå è óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ � ýòî

ñîñòàâëÿþùèå ïîíÿòèÿ êîððåêòíîñòè çàäà÷è ïî Æ. Àäàìàðó.

Òàêèì îáðàçîì âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ îò-

íîñÿòñÿ ê íàèáîëåå ïðèíöèïèàëüíûì âîïðîñàì òåîðèè äèôôåðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé è, â ÷àñòíîñòè, òåîðèè îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ òàêèõ óðàâíå-

íèé. Êðîìå òîãî, áîëüøîå çíà÷åíèå èìååò ïîèñê íàèáîëåå îáùèõ ïîñòàíî-
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âîê îáðàòíûõ çàäà÷, äëÿ êîòîðûõ óäà¼òñÿ âûÿâèòü äîñòàòî÷íî ëåãêî ïðî-

âåðÿåìûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ. Ïîñêîëüêó

òðàäèöèîííî îáðàòíûå çàäà÷è äèêòîâàëèñü è äèêòóþòñÿ çàäà÷àìè ïðàê-

òè÷åñêèìè, òî ïîìèìî ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè î÷åíü âàæíî ïî-

ëó÷èòü è îáîñíîâàòü ôîðìóëó ëèáî àëãîðèòì äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ.

Ýòèì âîïðîñàì â öåëîì è ïîñâÿùåíà äàííàÿ ðàáîòà.

Â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ íàáëþäàåòñÿ áîëüøîé èíòåðåñ ê ðàçíîîáðàç-

íûì ¾íåêëàññè÷åñêèì¿ çàäà÷àì äëÿ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíû-

ìè ñ áîëåå ñëîæíûìè äîïîëíèòåëüíûìè ¾ãðàíè÷íûìè¿ óñëîâèÿìè èëè

ñ óñëîæí¼ííîé ñòðóêòóðîé ñàìèõ óðàâíåíèé. Èññëåäîâàíèÿ âåäóòñÿ ïî

ìíîãèì íàïðàâëåíèÿì, â ðåçóëüòàòå ôîðìèðóþòñÿ ñîâðåìåííûå òåîðèè

îáðàòíûõ, íåêîððåêòíûõ è íåëîêàëüíûõ çàäà÷, âîçíèêàþò íîâûå âîïðî-

ñû â ñïåêòðàëüíîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, òåîðèè öåëûõ

ôóíêöèé, òåîðèè óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, â ïðèêëàäíîé

ìàòåìàòèêå è ÷èñëåííûõ ìåòîäàõ.

Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ öèêëà îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ ¾íåñòà-

öèîíàðíûõ¿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé1 ñ íåëîêàëüíûì ïî âðåìåíè

óñëîâèåì íàáëþäåíèÿ. Ðàññìîòðåíû êàê ëèíåéíûå çàäà÷è îá èñòî÷íè-

êå, òàê è íåëèíåéíûå îáðàòíûå çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ

óðàâíåíèÿ, èññëåäîâàíû âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè äëÿ

îáîáù¼ííûõ ïî Ñ.Ë. Ñîáîëåâó ðåøåíèé.

ÖÅËÜ ÐÀÁÎÒÛ � ðàçðàáîòàòü íîâûå, äîñòàòî÷íî îáùèå ïîäõîäû,

ïîçâîëÿþùèå ïðîâîäèòü èññëåäîâàíèå êàê ëèíåéíûõ, òàê è íåëèíåéíûõ

îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ ¾íåñòàöèîíàðíûõ¿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ îá-

ùèì íåëîêàëüíûì íàáëþäåíèåì è ïðè ìèíèìàëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà

âõîäíûå äàííûå, äîâåñòè ðàçâèòûå ìåòîäû äî âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ

ê íàõîæäåíèþ ðåøåíèÿ, ïîëó÷èòü íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ

ðàçðåøèìîñòè â ëèíåéíîé çàäà÷å îá èñòî÷íèêå.

ÍÀÓ×ÍÀß ÍÎÂÈÇÍÀ. Âñå ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå â äèññåðòà-
1Òàêîé òåðìèí áóäåì èñïîëüçîâàòü äëÿ óðàâíåíèé ñ çàâèñÿùèìè îò t êîýôôèöèåíòàìè, â ïðî-

òèâíîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü î ¾ñòàöèîíàðíûõ¿ óðàâíåíèÿõ.
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öèè, ÿâëÿþòñÿ íîâûìè, ìàòåìàòè÷åñêè ñòðîãî äîêàçàííûìè, íîñÿò òåî-

ðåòè÷åñêèé õàðàêòåð è ïîëó÷åíû àâòîðîì ñàìîñòîÿòåëüíî. Îñíîâíûå èç

íèõ ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì.

1. (Ãëàâà 1, �� 1�7.) Èññëåäîâàíà ëèíåéíàÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à âîññòà-

íîâëåíèÿ ïðàâîé ÷àñòè â ¾íåñòàöèîíàðíîì¿ ïàðàáîëè÷åñêîì óðàâíåíèè

ïî íåëîêàëüíîìó íàáëþäåíèþ. Â ÷àñòíîñòè:

à) îáùàÿ çàäà÷à ýêâèâàëåíòíî ñâåäåíà ê îïåðàòîðíîìó óðàâíåíèþ âòî-

ðîãî ðîäà îòíîñèòåëüíî f ∈ L2(Ω) ñ âïîëíå íåïðåðûâíûì îïåðàòî-

ðîì B;

á) ïðåäëîæåí íîâûé ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà êîððåêòíîñòè, îñíîâàííûé

íà îöåíêå ñïåêòðàëüíîãî ðàäèóñà îïåðàòîðà B è òåîðåìå Êðåéíà�

Ðóòìàíà, îáîñíîâàí àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è

îá èñòî÷íèêå;

â) äîêàçàíà åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ìåòîäîì ïîçèòèâíîñòè, ÷òî ïî-

òðåáîâàëî åãî ñóùåñòâåííîé ìîäèôèêàöèè, ïðèâëå÷åíèÿ ñîâðåìåí-

íûõ ìåòîäîâ è ðåçóëüòàòîâ ïî êà÷åñòâåííîé òåîðèè óðàâíåíèé ñ

÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè;

ã) äîêàçàíû íîâûå òåîðåìû î åäèíñòâåííîñòè è êîððåêòíîñòè â ñëó÷àå

âòîðîé íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è;

ä) ïîëó÷åí êðèòåðèé åäèíñòâåííîñòè è êîððåêòíîñòè â òåðìèíàõ ïîë-

íîòû è áàçèñíîñòè â L2(Ω) ñèñòåìû ôóíêöèé, ñâÿçàííîé ñ îáðàòíîé

çàäà÷åé îá èñòî÷íèêå;

å) äîêàçàíà ïîëíîòà è áàçèñíîñòü ïî Ðèññó â L2(Ω) øèðîêîãî êëàññà

ñèñòåì ôóíêöèé â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå;

Àíàëîãè îòäåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ àâòîðà âñòðå÷àëèñü ðàíåå äëÿ ¾ñòàöèî-

íàðíûõ¿ â îñíîâíîì óðàâíåíèé, ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ïåðåîïðåäåëåíèé è ïðè

áîëåå æ¼ñòêèõ îãðàíè÷åíèÿõ (ñì. öèêë ðàáîò À.È. Ïðèëåïêî ñ Â.Â. Ñî-

ëîâü¼âûì, À.Á. Êîñòèíûì, È.Â. Òèõîíîâûì, Ä.Ñ. Òêà÷åíêî, à òàêæå

ðàáîòû Â.Ì. Èñàêîâà, Â.Ë. Êàìûíèíà, À.È. Êîæàíîâà).
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2. (Ãëàâà 2, �� 8�11.) Èçó÷åíà îáðàòíàÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ èñòî÷íèêà

â àáñòðàêòíîì äèôôåðåíöèàëüíîì óðàâíåíèè u′(t)+Au(t) = Φ(t)f , êîòî-

ðîå ðàññìàòðèâàåòñÿ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâåH. Èñêîìûì ÿâëÿåòñÿ

ýëåìåíò f ∈ H. Äëÿ çàäà÷è ñ îïåðàòîðîì A, îáëàäàþùèì îðòîíîðìè-

ðîâàííûì áàçèñîì èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, ïîëó÷åíû òàêèå îñíîâíûå

ðåçóëüòàòû:

à) äîêàçàíî, ÷òî åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è ñ ôèíàëü-

íûì íàáëþäåíèåì ðàâíîñèëüíà ïîëíîòå â H íåêîòîðîé ñèñòåìû ýëå-

ìåíòîâ {ψk};

á) äîêàçàíî, ÷òî êîððåêòíîñòü îáðàòíîé çàäà÷è ñ ôèíàëüíûì íàáëþ-

äåíèåì ðàâíîñèëüíà áàçèñíîñòè Ðèññà â H ñèñòåìû ýëåìåíòîâ {ψk};

â) èç ðåçóëüòàòîâ àâòîðà ïî êîððåêòíîñòè âûâåäåíà áàçèñíîñòü Ðèññà

â H äëÿ øèðîêîãî êëàññà ñèñòåì ýëåìåíòîâ, à ïðè íåêîòîðûõ äî-

ïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ íà ïîëóãðóïïó, ïîðîæäàåìóþ îïåðàòîðîì

(−A) óñòàíîâëåíà áàçèñíîñòü ïî Áàðè äëÿ òàêèõ ñèñòåì ýëåìåíòîâ;

Ñâÿçü êîððåêòíîñòè îáðàòíîé çàäà÷è ñ áàçèñíîñòüþ Ðèññà îáíàðóæåíà

àâòîðîì, ðàíåå íå âñòðå÷àëàñü.

3. (Ãëàâà 2, �� 12.) Âîïðîñû, ðàññìîòðåííûå â ïðåäûäóùèõ ÷åòû-

ð¼õ ïàðàãðàôàõ, ðàçâèâàþòñÿ íà ñëó÷àé, êîãäà ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ è

ïðèñîåäèí¼ííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà A∗ ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé èëè îáðàçóåò

áàçèñ (áàçèñ ñî ñêîáêàìè, áàçèñ Ðèññà ñî ñêîáêàìè) â ïðîñòðàíñòâå H.

Ïðåäëîæåí ñïåêòðàëüíûé ìåòîä èññëåäîâàíèÿ ëèíåéíîé îáðàòíîé çàäà-

÷è. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû:

à) äîêàçàíî, ÷òî åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è ñ ôèíàëü-

íûì íàáëþäåíèåì ðàâíîñèëüíà ïîëíîòå â H íåêîòîðîé ñèñòåìû ýëå-

ìåíòîâ ψ;

á) óñòàíîâëåíà ¾ýêâèâàëåíòíîñòü¿ êîððåêòíîñòè îáðàòíîé çàäà÷è è

áàçèñíîñòè Ðèññà ñî ñêîáêàìè ñèñòåìû ýëåìåíòîâ ψc ;
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â) ïðèâåä¼í ðÿä ïðèìåðîâ, î÷åð÷èâàþùèõ ãðàíèöû ðàçâèòîé òåîðèè,

â ÷àñòíîñòè, ïîñòðîåí ïðèìåð îïåðàòîðà ñ áåñêîíå÷íîé öåïî÷êîé

Æîðäàíà, äëÿ êîòîðîãî äîêàçàííûå êðèòåðèè íå ñïðàâåäëèâû;

4. (Ãëàâà 2, �� 13, 14.) Ðàçâèòûé â �� 8�12 ñïåêòðàëüíûé ìåòîä èññëå-

äîâàíèÿ ñòèìóëèðîâàë èçó÷åíèå çàäà÷è î ðàñïîëîæåíèè ñïåêòðà ýëëèï-

òè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû:

à) äîêàçàíî, ÷òî âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äîñòàòî÷íî îáùèõ êðàåâûõ

çàäà÷ äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè, ëå-

æàò âî ìíîæåñòâå D0 ⊂ Cλ , ãðàíèöà êîòîðîãî ÿâíî âûïèñàíà (ñì.

ôîðìóëó (19) íà ñòð. 23);

á) ïðèâåä¼í ïðèìåð ïîêàçûâàþùèé, ÷òî íàéäåííîå ìíîæåñòâî D0 ÿâ-

ëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íûì (ïðèìåð 0.1, ñòð. 26);

â) óñòàíîâëåíà òåîðåìà î ðàñïîëîæåíèè íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè

Cλ ÷èñëîâîé îáëàñòè çíà÷åíèé íåêîòîðîãî êëàññà ïîëóòîðàëèíåé-

íûõ ôîðì;

ã) ïîñòðîåí ïðèìåð ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà ñ ãëàäêèìè âåùåñòâåí-

íûìè êîýôôèöèåíòàìè è óñëîâèÿìè Äèðèõëå, èìåþùåãî êîìïëåêñ-

íûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ;

ä) ïðèâåä¼í ïðèìåð îáðàòíîé çàäà÷è, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî óñëîâèå ìî-

íîòîííîñòè âåñîâîé ôóíêöèè â óñëîâèÿõ åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ

îáðàòíîé çàäà÷è ñ ôèíàëüíûì íàáëþäåíèåì, áåç äîïîëíèòåëüíûõ

îãðàíè÷åíèé îòáðîøåíî áûòü íå ìîæåò;

Ðåçóëüòàòû � 13 ñóùåñòâåííî óòî÷íÿþò ðåçóëüòàòû Ãåïïåðòà�Êàðëåìàíà

î ðàñïîëîæåíèè ñïåêòðà ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà, ðàíåå áûëè íåèç-

âåñòíû (ñì. ðèñóíîê 1 íà ñòð. 25). Íàéäåííûå ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî

óñëîâèÿ åäèíñòâåííîñòè â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå íå ìîãóò áûòü îñëàáëåíû

â óêàçàííîì â ïóíêòå ä) íàïðàâëåíèè.
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5. (Ãëàâà 3, � 15.) Îáðàòíàÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ êîýôôèöèåíòà ïðè

u â óðàâíåíèè èçó÷àåòñÿ îòäåëüíî äëÿ èíòåãðàëüíîãî è îáùåãî íåëîêàëü-

íîãî íàáëþäåíèÿ, èñêîìûé êîýôôèöèåíò c(x) èùåòñÿ â êëàññå îòðèöà-

òåëüíûõ ôóíêöèé èç Lp(Ω). Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû:

à) äîêàçàíû òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè è ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà-

÷è, êàê ñ èíòåãðàëüíûì, òàê è ñ îáùèì íåëîêàëüíûì íàáëþäåíèåì;

á) â óñëîâèÿõ òåîðåì î ðàçðåøèìîñòè ïðåäëîæåí èòåðàöèîííûé ïðî-

öåññ íàõîæäåíèÿ c(x), îáîñíîâàíà åãî ñõîäèìîñòü, íàéäåíà îöåíêà

ñíèçó äëÿ èñêîìîãî êîýôôèöèåíòà;

Íàéäåííûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ åäèíñòâåííîñòè è ñóùåñòâîâàíèÿ ðå-

øåíèÿ íå ñîäåðæàò îãðàíè÷åíèé íà íîðìû çàäàííûõ ôóíêöèé, èìåþò

âèä äîñòàòî÷íî ëåãêî ïðîâåðÿåìûõ, îäíîñòîðîííèõ íåðàâåíñòâ òèïà ïî-

ëîæèòåëüíîñòè è ìîíîòîííîñòè. Çàäà÷à â Lp(Ω) ðàíåå íå èññëåäîâàëàñü.

Ðàçâèò íîâûé ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà ðàçðåøèìîñòè îñíîâàííûé íà òåî-

ðèè ìîíîòîííûõ îïåðàòîðîâ è òåîðåìå Áèðêãîôà�Òàðñêîãî. Îòäåëüíûå

ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû ðàíåå ëèøü äëÿ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ íàáëþäå-

íèÿ, ïðè ñïåöèàëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà îïåðàòîð è äëÿ áîëåå ãëàäêèõ

ðåøåíèé (ñì. À.È. Ïðèëåïêî è Â.Â. Ñîëîâü¼â2, V. Isakov3 ).

6. (Ãëàâà 3, � 16.) Îáðàòíàÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ âåêòîðíîãî êî-

ýôôèöèåíòà ~b(x) ïðè ux â óðàâíåíèè èçó÷àåòñÿ äëÿ èíòåãðàëüíîãî (âåê-

òîðíîãî) íàáëþäåíèÿ, èñêîìûé êîýôôèöèåíò èùåòñÿ â êëàññå
(
L∞(Ω)

)n
.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû:

à) äîêàçàíà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ, íîñÿùàÿ ¾ãëîáàëüíûé¿

õàðàêòåð;

á) ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ è äàí ïðè-

ìåð êëàññà çàäà÷, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåì ñóùåñòâî-

âàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ;
2Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ. � 1987. � Ò. 23, � 1. � Ñ. 136�143.
3Inverse problems for partial di�erential equations. � New York: Springer, 2006.
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Ðåçóëüòàòû ïî âîññòàíîâëåíèþ âåêòîðíîãî êîýôôèöèåíòà â áëèçêîé

ïîñòàíîâêå àâòîðó íåèçâåñòíû. Îäíîìåðíàÿ æå ïî x çàäà÷à ñ èíòåãðàëü-

íûì íàáëþäåíèåì èçó÷àëàñü â ðàáîòå Â.Ë. Êàìûíèíà4. Íàøå äîêàçà-

òåëüñòâî îòëè÷àåòñÿ îò äàííîãî â ýòîé ðàáîòå, ïîýòîìó äàæå â îäíîìåð-

íîì ñëó÷àå äà¼ò íîâûé ðåçóëüòàò.

7. (Ãëàâà 3, �� 17�18.) Îáðàòíàÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ êîýôôèöèåí-

òà ïðè ut â óðàâíåíèè èçó÷àåòñÿ îòäåëüíî äëÿ èíòåãðàëüíîãî è îáùåãî

íåëîêàëüíîãî íàáëþäåíèÿ, èñêîìûé êîýôôèöèåíò r(x) èùåòñÿ â êëàññå

ïîëîæèòåëüíûõ ôóíêöèé èç L∞(Ω). Ïîäðîáíî èçó÷åíà, âàæíàÿ â ïðè-

ëîæåíèÿõ, çàäà÷à äëÿ ìîäåëüíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè. Çäåñü

óñëîâèÿ òåîðåì âûïèñûâàþòñÿ ïðîùå, ÷åì â ñëó÷àå îáùåãî ïàðàáîëè÷å-

ñêîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðûé ðàññìîòðåí îòäåëüíî. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû:

à) äîêàçàíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà-

÷è, êàê ñ èíòåãðàëüíûì, òàê è ñ îáùèì íåëîêàëüíûì íàáëþäåíèåì;

á) â óñëîâèÿõ òåîðåì î ðàçðåøèìîñòè ïðåäëîæåí èòåðàöèîííûé ïðî-

öåññ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ, îáîñíîâàíà åãî ñõîäèìîñòü, íàéäåíà îöåí-

êà ñâåðõó äëÿ èñêîìîãî êîýôôèöèåíòà;

Ïîëó÷åí öèêë òåîðåì ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ â

íåëèíåéíîé îáðàòíîé çàäà÷å âîññòàíîâëåíèÿ ñòàðøåãî êîýôôèöèåíòà â

íåñòàöèîíàðíîì ïàðàáîëè÷åñêîì óðàâíåíèè. Â òàêîé îáùåé ïîñòàíîâêå

çàäà÷à ðàíåå íå èçó÷àëàñü. Äàæå â ñëó÷àå ìîäåëüíîé çàäà÷è äëÿ óðàâ-

íåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ïîëó÷åíû íîâûå ðåçóëüòàòû, âêëþ÷àþùèå â ñå-

áÿ èçâåñòíûå ÷àñòíûå ñëó÷àè (ôèíàëüíîå íàáëþäåíèå, ¾ñòàöèîíàðíîå¿

óðàâíåíèå, áîëåå æ¼ñòêèå îãðàíè÷åíèÿ íà âõîäíûå äàííûå; ñì. ðàáîòû

[2], [3], V. Isakov3).

8. (Ãëàâà 4, �� 19�22.) Ïîñòàâëåíû è ðåøåíû íîâûå îáðàòíûå çàäà-

÷è âîññòàíîâëåíèÿ ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ òðåòüåãî ðîäà äëÿ ìíîãîìåðíîãî

óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè. Â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè

çàäà¼òñÿ ãðàíè÷íîå óñëîâèå íàáëþäåíèÿ èíòåãðàëüíîãî èëè ôèíàëüíîãî
4Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ. � 2012. � Ò. 48, � 2. � C. 207�216.
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âèäà. Ðàññìîòðåíû çàäà÷è äâóõ âèäîâ � î âîññòàíîâëåíèè ôóíêöèé çàâè-

ñÿùèõ òîëüêî îò x èëè òîëüêî îò t. Äëÿ êàæäîé èç ýòèõ çàäà÷ óñòàíîâëå-

íû ¾ãëîáàëüíûå¿ òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ. Â ñëó÷àå ëèíåéíîé

çàäà÷è î íåèçâåñòíîé ôóíêöèè ïåðåìåííîé t ïîëó÷åíà ¾ãëîáàëüíàÿ¿ òåî-

ðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ.

ÌÅÒÎÄÛ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß. Â ðàáîòå èçó÷àþòñÿ îáîáù¼ííûå ïî

Ñ.Ë. Ñîáîëåâó ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷, ïîýòîìó øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ

òåõíèêà ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà, ðåçóëüòàòû î ðàçðåøèìîñòè è ãëàäêîñòè

ðåøåíèé ïðÿìûõ çàäà÷, êàê äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ, òàê è äëÿ ýëëèïòè-

÷åñêèõ óðàâíåíèé â Lp. Äîêàçàòåëüñòâî ãëàâíûõ ðåçóëüòàòîâ èñïîëüçó-

åò ñîâðåìåííóþ êà÷åñòâåííóþ òåîðèþ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîä-

íûìè, òàêèå å¼ ðåçóëüòàòû, êàê ñëàáîå è ñèëüíîå íåðàâåíñòâà Õàðíàêà,

ñëàáûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà, ëåììà Îëåéíèê�Õîïôà äëÿ ñèëüíûõ îáîá-

ù¼ííûõ ðåøåíèé ýëëèïòè÷åñêèõ è ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Àêòèâíî

ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû ëèíåéíîãî è íåëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëè-

çà, òàêèå ðåçóëüòàòû, êàê òåîðåìà Êðåéíà�Ðóòìàíà, òåîðèÿ ïîëóãðóïï

îïåðàòîðîâ, ðåçóëüòàòû î áàçèñàõ (áàçèñàõ ñî ñêîáêàìè) â ãèëüáåðòîâîì

ïðîñòðàíñòâå, òåîðåìû Áèðêãîôà�Òàðñêîãî, Øàóäåðà è äð.

ÒÅÎÐÅÒÈ×ÅÑÊÀß È ÏÐÀÊÒÈ×ÅÑÊÀß ÖÅÍÍÎÑÒÜ. Ðàáîòà íî-

ñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Å¼ öåííîñòü, êàê ðàáîòû òåîðåòè÷åñêîé, ñî-

ñòîèò â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ

äëÿ øèðîêîãî êëàññà îáðàòíûõ çàäà÷, êàê ëèíåéíûõ, òàê è íåëèíåéíûõ,

â ïîëó÷åíèè íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé åäèíñòâåííîñòè è êîð-

ðåêòíîñòè â ëèíåéíîé çàäà÷å. Ìåòîäû ðàçâèòûå ïðè ýòîì, íîñÿò äîñòà-

òî÷íî îáùèé õàðàêòåð, ïîýòîìó ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ â îáðàòíûõ çàäà÷àõ

äëÿ óðàâíåíèé äðóãèõ òèïîâ, à òàêæå äëÿ àáñòðàêòíûõ äèôôåðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé â áàíàõîâîì (ãèëüáåðòîâîì) ïðîñòðàíñòâå. Òàêèì îá-

ðàçîì, ïîëó÷åíû íîâûå ôóíäàìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû, çàêëàäûâàþùèå

îñíîâó äëÿ äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé.

Íåñìîòðÿ íà ñóãóáî òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð ðàáîòû, àâòîð ñòðåìèë-

ñÿ äîâåñòè ðåçóëüòàòû äî àëãîðèòìà íàõîæäåíèÿ (âû÷èñëåíèÿ) ðåøåíèÿ

8



îáðàòíûõ çàäà÷. Ýòî îòêðûâàåò øèðîêèå âîçìîæíîñòè äëÿ ÷èñëåííûõ

ïðèëîæåíèé è äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ðåçóëüòàòîâ â ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ.

Ìàòåðèàë äèññåðòàöèè ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü èíòåðåñ äëÿ ñïåöèàëèñòîâ

â îáëàñòè óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, ôóíêöèîíàëüíîãî àíà-

ëèçà è òåîðèè óïðàâëåíèÿ, îí ìîæåò áûòü âîñòðåáîâàí â îòå÷åñòâåííûõ

è ìåæäóíàðîäíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ íàó÷íûõ öåíòðàõ.

ÀÏÐÎÁÀÖÈß ÐÀÁÎÒÛ. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ñ ïîëíûìè äî-

êàçàòåëüñòâàìè äîêëàäûâàëèñü àâòîðîì íà ñåìèíàðå ¾Îáðàòíûå çàäà÷è

àíàëèçà, ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè è åñòåñòâîçíàíèÿ¿ ìåõ-ìàòà ÌÃÓ (ðó-

êîâîäèòåëè: àêàäåìèê Â.À. Ñàäîâíè÷èé è ïðîôåññîð À.È. Ïðèëåïêî). Çà

ïîñëåäíèå íåñêîëüêî ëåò îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâà-

ëèñü íà ñåìèíàðàõ ã. Ìîñêâû ïî óðàâíåíèÿì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ïî

ñïåêòðàëüíîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, ïî òåîðèè ôóíê-

öèé è å¼ ïðèëîæåíèÿì â àíàëèçå, ïî îáðàòíûì çàäà÷àì ìàòåìàòè÷åñêîé

ôèçèêè (ðóêîâîäèòåëè ñåìèíàðîâ: àêàäåìèêè Â.À. Èëüèí, Å.È. Ìî-

èñååâ, Â.À. Ñàäîâíè÷èé, ïðîôåññîðà Â.È. Àãîøêîâ, À.Á. Áàêóøèí-

ñêèé, Â.Â. Âëàñîâ, À.Ì. Äåíèñîâ, À.Ì. Ñåäëåöêèé, À.Ë. Ñêóáà÷åâñêèé,

À.Â. Òèõîíðàâîâ, À.À. Øêàëèêîâ, Â.Ï. Øóòÿåâ, À. Ã. ßãîëà).

Öåíòðàëüíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîëîæåíû íà ìåæäóíàðîä-

íûõ êîíôåðåíöèÿõ È. Ã. Ïåòðîâñêîãî (Ìîñêâà, 2007, 2011), À.Í. Òè-

õîíîâà (Ìîñêâà, 1996, 2006, 2011), Â.Ê. Èâàíîâà (Åêàòåðèíáóðã, 1995,

1998), Ì.Ì. Ëàâðåíòüåâà (Íîâîñèáèðñê, 2007, 2012), Ñ.Ë. Ñîáîëåâà (Íî-

âîñèáèðñê, 2013), Ï.Ë. ×åáûø¼âà (Îáíèíñê, 2011), Ë.Ä. Êóäðÿâöåâà

(Ìîñêâà, 2013), Á.Ì. Ëåâèòàíà (Ìîñêâà, 2014). Ðÿä äîêëàäîâ áûë ñäå-

ëàí àâòîðîì íà êîíôåðåíöèÿõ ïî îáðàòíûì è íåêîððåêòíûì çàäà÷àì

(Ìîñêâà, ôàêóëüòåò ÂÌèÊ ÌÃÓ).

ÏÓÁËÈÊÀÖÈÈ. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ïîëíîñòüþ îïóáëèêîâàíû.

Ñïèñîê îñíîâíûõ 20 ñòàòåé ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà. Èç íèõ 19 ðà-

áîò îïóáëèêîâàíû â ðåöåíçèðóåìûõ æóðíàëàõ, âõîäÿùèõ â ñïèñîê ÂÀÊ,

à 18 â áàçû Web of Science, Scopus. Èç ñîâìåñòíûõ ðàáîò íà çàùèòó âû-

íîñÿòñÿ ëèøü ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ëè÷íî àâòîðîì. Âêëàä ñîàâòîðîâ
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(À.È. Ïðèëåïêî è Â.Ë. Êàìûíèíà) ÷¼òêî âûäåëåí â òåêñòå äèññåðòàöèè

è îòäåëåí îò ðåçóëüòàòîâ àâòîðà.

ÑÒÐÓÊÒÓÐÀ È ÎÁÚ�Ì ÐÀÁÎÒÛ. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäå-

íèÿ, 4 ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû, èçëîæåíà íà 237 ñòðàíèöàõ. Ïîñëå

ââåäåíèå èìååòñÿ íåáîëüøîé òåõíè÷åñêèé ðàçäåë ¾Òåðìèíîëîãèÿ è îáî-

çíà÷åíèÿ¿. Äàëåå ñëåäóåò îñíîâíàÿ ÷àñòü, ðàçáèòàÿ íà ÷åòûðå ãëàâû (22

ïàðàãðàôà). Íóìåðàöèÿ ïàðàãðàôîâ � ñêâîçíàÿ, íóìåðàöèÿ ïóíêòîâ âå-

äåòñÿ ïî ïàðàãðàôàì. Äëÿ èñêëþ÷åíèÿ òðîéíîé íóìåðàöèè óòâåðæäåíèé

è óðàâíåíèé, ïàðàãðàô ñäåëàí îñíîâíîé ñòðóêòóðíîé åäèíèöåé ðàáîòû.

Êðîìå òîãî, ñêâîçíàÿ íóìåðàöèÿ ñîõðàíåíà äëÿ îïðåäåëåíèé è òåîðåì.

Ïðè ýòîì ññûëêà èç äðóãîãî ïàðàãðàôà äîïîëíÿåòñÿ óêàçàíèåì ñòðàíè-

öû. Íóìåðàöèÿ ôîðìóë, óñëîâèé, ëåìì, çàìå÷àíèé, ïðåäëîæåíèé è ïðè-

ìåðîâ ïî ïàðàãðàôàì. Òàêèì îáðàçîì ññûëêà, íàïðèìåð, íà óðàâíåíèå

(m.n) îçíà÷àåò óðàâíåíèå ñ íîìåðîì n èç ïàðàãðàôà m äèññåðòàöèè. Çà-

âåðøàåò âñ¼ ñïèñîê ëèòåðàòóðû, ãäå ñïåðâà â àëôàâèòíîì ïîðÿäêå èäóò

ðàáîòû íà ðóññêîì ÿçûêå, à ïîòîì � ðàáîòû àâòîðîâ íà èíîñòðàííûõ

ÿçûêàõ. Áèáëèîãðàôèÿ ñîñòîèò èç 350 íàèìåíîâàíèé.

ÎÁÇÎÐ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈß ÄÈÑÑÅÐÒÀÖÈÈ

Âî ÂÂÅÄÅÍÈÈ îïèñûâàåòñÿ îáùåå íàïðàâëåíèå èññëåäîâàíèÿ è äà-

¼òñÿ êðàòêîå èçëîæåíèå ðåçóëüòàòîâ. Âñå òî÷íûå ïîñòàíîâêè çàäà÷, îïðå-

äåëåíèÿ è ôîðìóëèðîâêè óòâåðæäåíèé ïðèâåäåíû â òåêñòå äèññåðòàöèè.

Òàêæå â îñíîâíîì òåêñòå, êàê ïðàâèëî â êîíöå ïàðàãðàôà, èìååòñÿ áîëåå

äåòàëüíîå îáñóæäåíèå è ñîïîñòàâëåíèå ñ èçâåñòíûìè ðåçóëüòàòàìè.

Îñíîâíîé òåêñò äèññåðòàöèè ðàçáèò íà ÷åòûðå ãëàâû, îòëè÷àþùèåñÿ

òåìàòèêîé, íî òåñíî ñâÿçàííûå äðóã ñ äðóãîì õàðàêòåðîì ðåçóëüòàòîâ.

Èçëîæèì íàèáîëåå ïðèíöèïèàëüíûå èç íèõ, ïðè ýòîì áóäåì íóìåðîâàòü

òåîðåìû è ôîðìóëû íåçàâèñèìî îò îñíîâíîãî òåêñòà äèññåðòàöèè.

Ðàññìàòðèâàåìûå íèæå ïðîñòðàíñòâà W 2,1
p (Q), W 2

p (Ω), Lp(Ω), Ck(G),

C2,1(Q), Lq,r(Q) ïîíèìàþòñÿ â îáùåïðèíÿòîì ñìûñëå, âñå ðàâåíñòâà è
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íåðàâåíñòâà ïîíèìàþòñÿ ïî÷òè âñþäó, à âñå ïðîèçâîäíûå � êàê îáîá-

ù¼ííûå ïî Ñ.Ë. Ñîáîëåâó, BV [0, T ] � ïðîñòðàíñòâî ñêàëÿðíûõ (âåùå-

ñòâåííûõ) ôóíêöèé îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè íà [0, T ]. Ñèìâîë
T∨
0

(µ) áó-

äåì èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîëíîé âàðèàöèè ôóíêöèè µ ∈ BV [0, T ] íà îòðåçêå

[0, T ]. Äëÿ ðàâåíñòâà ïî îïðåäåëåíèþ ïðèìåíÿåòñÿ îáîçíà÷åíèå A := B,

ãäå ñëåâà ñòîèò îïðåäåëÿåìûé îáúåêò.

Â ïåðâîé ãëàâå (�� 1�7) èññëåäóåòñÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à âîññòàíîâëå-

íèÿ ïðàâîé ÷àñòè â ïàðàáîëè÷åñêîì óðàâíåíèè. Ïóñòü Ω ⊂ Rn � îãðà-

íè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé ∂Ω ∈ C2, à Q = Ω× (0, T ) � ýòî îñíîâíîé

öèëèíäð ñ áîêîâîé ïîâåðõíîñòüþ S = ∂Ω × [0, T ]. Â � 1 ïîêàçàíî, ÷òî

îáùàÿ çàäà÷à îá èñòî÷íèêå, ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ óñëîâèÿõ, ñâîäèòñÿ ê

íàõîæäåíèþ ïàðû ôóíêöèé {u(x, t); f(x)}, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøå-
íèÿì:

ρ(x, t)ut(x, t)− L(t)u(x, t) = h(x, t)f(x), (x, t) ∈ Q, (1)

u(x, 0) = 0, x ∈ Ω, Bu(x, t) = 0, (x, t) ∈ S, (2)

l(u) :=

∫ T

0

u(x, t) dµ(t) = χ(x), x ∈ Ω. (3)

Çäåñü ôóíêöèè ρ, h, χ, µ(t) çàäàíû, ðàâíîìåðíî ýëëèïòè÷åñêèé îïåðàòîð

L(t) ñ äîñòàòî÷íî ãëàäêèìè êîýôôèöèåíòàìè èìååò âèä:

L(t)u =
n∑

i,j=1

∂

∂xi

(
aij(x)

∂u

∂xj

)
+

n∑
i=1

bi(x, t)
∂u

∂xi
+ d(x, t)u,

à îïåðàòîð êðàåâûõ óñëîâèé âñþäó â ðàáîòå � ëèáî ïåðâîãî, ëèáî òðå-

òüåãî (âòîðîãî) ðîäà, ò. å.

Bu ≡ u , èëè Bu ≡ ∂u

∂N
+ σ(x)u, ãäå

∂u

∂N
≡

n∑
i,j=1

cos(n, xi) aij(x)
∂u

∂xj

ïðîèçâîäíàÿ ïî êîíîðìàëè, n � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ∂Ω â òî÷êå x =

(x1, . . . , xn), σ ∈ C1(∂Ω), σ(x) ≥ 0 íà ∂Ω. Ôóíêöèè χ(x) è h(x, t) óäîâëå-

òâîðÿþò óñëîâèÿì:

(4)
χ ∈ W 2

2 (Ω); Bχ(x) = 0, x ∈ ∂Ω;

h, ht ∈ L∞,2(Q); |l(h)(x)| > δ > 0, x ∈ Ω.
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Ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ µ ∈ BV [0, T ], à èíòåãðàë â (3) ïîíèìàåòñÿ êàê èíòå-

ãðàë Ðèìàíà �Ñòèëòüåñà îò íåïðåðûâíîé ôóíêöèè. Îòíîñèòåëüíî çàäàí-

íûõ ôóíêöèé ïðåäïîëàãàþòñÿ âûïîëíåííûìè ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ãëàä-

êîñòè

(A.1)

aij ∈ C1(Ω); ρ, ρt ∈ C(Q); bi, ∂bi/∂t, d, dt ∈ L∞(Q);

µ ∈ BV [0, T ], µ(0) = µ(0+), µ(t) 6≡ const íà îòðåçêå [0, T ];

ρ(x, t) > ρ0 > 0, (x, t) ∈ Q;

Ïîä ðåøåíèåì îáðàòíîé çàäà÷è (1)�(3) ïîíèìàåòñÿ ïàðà ôóíêöèé

u ∈ W 2,1
2 (Q), f ∈ L2(Ω) óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ (1) ï. â. â Q è

óñëîâèÿì (2), (3). Ýêâèâàëåíòíî, ïîä ðåøåíèåì èíîãäà áóäåì ïîíèìàòü

f ∈ L2(Ω) òàêóþ, ÷òî u = u(x, t; f), êàê ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è (1), (2)

ñ äàííîé f , óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ íàáëþäåíèÿ (3).

Âàæíóþ ðîëü íà ïðîòÿæåíèè âñåé ðàáîòû èãðàþò ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

íà ôóíêöèþ µ(t):

(5) µ(t) � íåóáûâàþùàÿ, íåïðåðûâíàÿ ñïðàâà íà [0, T ] è
T∨
0

(µ) > 0 .

×àñòíûìè ñëó÷àÿìè íåëîêàëüíîãî íàáëþäåíèÿ (3) ÿâëÿþòñÿ ïåðå-

îïðåäåëåíèÿ ôèíàëüíîãî âèäà, ò. å.

l(u) ≡ u(x, t1), 0 < t1 ≤ T <∞,

ãäå t1 ôèêñèðîâàíî è èíòåãðàëüíîãî âèäà, ò. å.

l(u) ≡
∫ T

0

u(x, t)ω(t) dt.

Çàäà÷è ñ òàêèìè óñëîâèÿìè íàáëþäåíèÿ äëÿ ¾ñòàöèîíàðíûõ¿ ïàðàáî-

ëè÷åñêèõ óðàâíåíèé â L2 ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõ [1]�[4]. Â ðàáîòàõ

À.È. Ïðèëåïêî, Â.Â. Ñîëîâü¼âà5 è Â.Â. Ñîëîâü¼âà6 çàäà÷à ñ ôèíàëüíûì

íàáëþäåíèåì ðàññìîòðåíà â êëàññàõ Ã¼ëüäåðà, äîêàçàíî ñâîéñòâî ôðåä-

ãîëüìîâîñòè è òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè, ïðåäëîæåí ìåòîä ïîçèòèâíîñòè

(ñì. òàêæå V. Isakov7).
5Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ. � 1987. � Ò. 23, � 1. � Ñ. 136�143.
6Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ. � 1989. � Ò. 25, � 9. � Ñ. 1577�1583.
7Comm. on Pure and Appl. Math. � 1991. � V. 44, P. 185�209.
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Áîëåå îáùåå óñëîâèå, à èìåííî,

l(u) ≡
∫ T

0

u(x, t) dµ(t),

âîçíèêëî ÷óòü ïîçæå â ðàáîòå À.È. Ïðèëåïêî è È.Â. Òèõîíîâà8 (àá-

ñòðàêòíûå óðàâíåíèÿ, ìåòîä ïîëóãðóïï).

Â � 2 äëÿ óäîáñòâà äàëüíåéøèõ ññûëîê ïðèâåäåíû íåêîòîðûå âñïî-

ìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ, èñïîëüçóåìûå â äèññåðòàöèè. Ýòî ñâîéñòâà,

îïèñûâàþùèå ïîâûøåííóþ ãëàäêîñòü ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è, à òàê-

æå ñâîéñòâà, ñâÿçàííûå ñ íåîòðèöàòåëüíîñòüþ ðåøåíèé ïàðàáîëè÷åñêèõ

óðàâíåíèé è ìîíîòîííîñòüþ èíòåãðàëà Ðèìàíà �Ñòèëòüåñà.

Â � 3 äàíû ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îá ýêâèâàëåíò-

íîñòè îáðàòíîé çàäà÷è (1)�(3) îïåðàòîðíîìó óðàâíåíèþ âòîðîãî ðîäà

îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé ôóíêöèè f(x).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (4), (A.1). Òîãäà îáðàòíàÿ çàäà-

÷à (1)�(3) ýêâèâàëåíòíà ëèíåéíîìó îïåðàòîðíîìó óðàâíåíèþ âòîðîãî

ðîäà ñ âïîëíå íåïðåðûâíûì â L2(Ω) îïåðàòîðîì B.

Äëÿ ðÿäà ïîñëåäóþùèõ ðåçóëüòàòîâ áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî â îïå-

ðàòîðå L(t) ìîæíî âûäåëèòü ñòàöèîíàðíóþ ÷àñòü L0 :

L(t)u = L0u+ d(x, t)u ,

L0u =
n∑

i,j=1

∂

∂xi

(
aij(x)

∂u

∂xj

)
+

n∑
i=1

bi(x)
∂u

∂xi
+ c0(x)u ,

 (6)

ãäå êîýôôèöèåíòû aij, bi, d, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (A.1), ôóíêöèè bi
òåïåðü íå çàâèñÿò îò t, à êîýôôèöèåíò c0(x) ïîä÷èí¼í òðåáîâàíèÿì

(E)
c0 ∈ L∞(Ω) , c0(x) 6 0 , x ∈ Ω ;

ïðè÷¼ì, åñëè Bu ≡ ∂u

∂N
, òî c0(x) 6≡ 0 â Ω .

Â � 4 ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ êîððåêòíîñòè îáùåé ëèíåéíîé

îáðàòíîé çàäà÷è, çäåñü æå ïðèâåä¼ì ýòîò ðåçóëüòàò äëÿ çàäà÷è (1)�(3).
8Èçâåñòèÿ ÐÀÍ. Ñåð. ìàòåì. � 1994. � Ò. 58, � 2. � Ñ. 167�188.
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü îïåðàòîð L(t) â óðàâíåíèè (1) èìååò âèä (6), âû-

ïîëíåíû óñëîâèÿ (4), (A.1), (E), ôóíêöèÿ µ(t) ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé

íà [0, T ]; |l(h)(x)| > δ > 0 â Ω, h(x, t)l(h)−1(x) > 0 â Q è âûïîëíÿåòñÿ

õîòÿ áû îäíî èç óñëîâèé:

1. ht(x, t)l(h)−1(x) > 0, d(x, t) 6 0, dt(x, t) > 0 â Q;

2. dµ(t) = ω(t)dt ñ ôóíêöèåé ω ∈ W 1
1 (0, T ) òàêîé, ÷òî ñïðàâåäëèâî

íåðàâåíñòâî (ω(t) %(x, t))′t + d(x, t)ω(t) 6 0 â Q.

3. dµ(t) = ω(t)dt ñ ôóíêöèåé ω ∈ BV [0, T ] òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ Ω

ôóíêöèÿ π(x, t) ≡ ω(t) %(x, t)+
∫ t

0 d(x, τ)ω(τ) dτ ÿâëÿåòñÿ íåâîçðàñ-

òàþùåé ïî t ∈ [0, T ].

Òîãäà ñóùåñòâóåò è ïðèòîì åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u ∈ W 2,1
2 (Q), f ∈

L2(Ω) çàäà÷è (1)�(3) è ñïðàâåäëèâà îöåíêà óñòîé÷èâîñòè:

‖f‖2,Ω + ‖u‖(2,1)
2,Q 6 C ‖L0χ‖2,Ω .

Óêàçàííîå ðåøåíèå u(x, t) îáëàäàåò ñëåäóþùèìè äîïîëíèòåëüíûìè

äèôôåðåíöèàëüíûìè ñâîéñòâàìè:

u ∈ C([0, T ];W 2
2 (Ω)) , ut ∈ C([0, T ];L2(Ω)) , ut ∈ W 2,1

2 (Qε) ,

ãäå Qε = Ω× (ε, T ), à ε � ëþáîå ÷èñëî èç (0, T ).

Íåêîòîðûå àíàëîãè òàêèõ óñëîâèé äëÿ ¾ñòàöèîíàðíûõ¿ óðàâíåíèé

â ðàìêàõ ïîëóãðóïïîâîãî ïîäõîäà è ìåòîäà ïîçèòèâíîñòè âñòðå÷àëèñü

â ðàáîòå8. Äëÿ ¾íåñòàöèîíàðíûõ¿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé êîððåêò-

íîñòü äîêàçàíà íîâûì ìåòîäîì (ñì. [16]). Ýòî ïîçâîëèëî äîêàçàòü ñõîäè-

ìîñòü ê ðåøåíèþ ñîîòâåòñòâóþùåé èòåðàöèîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ñëåäñòâèå 0.1. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2 ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ îïåðàòîðà

B èç òåîðåìû 1 ìåíüøå åäèíèöû. Ðåøåíèå îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ f

ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî â âèäå ðÿäà Íåéìàíà, à ôóíêöèÿ u = u(x, t; f) �

êàê ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è (1), (2) ñ ýòèì f .
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Èññëåäîâàíèþ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ îáðàò-

íîé çàäà÷è ïîñâÿù¼í � 5, åãî ðåçóëüòàòû øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ â êî-

ýôôèöèåíòíûõ çàäà÷àõ. Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó ëèíåéíîñòè çàäà÷è, åäèí-

ñòâåííîñòü å¼ ðåøåíèÿ ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì ñâîäèòñÿ ê îòñóòñòâèþ

íåíóëåâûõ ðåøåíèé ó îäíîðîäíîé îáðàòíîé çàäà÷è, ò.å. çàäà÷è (1)�(3)

ñ ôóíêöèåé χ = 0.

Ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà |l(h)(x)| > 0 ï.â. â Ω, óäîáíî ââåñòè

ôóíêöèþ ϕ0(x) := sgn l(h)(x), äëÿ êîòîðîé èìååì ϕ2
0(x) = 1 ï. â. â Ω.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü îïåðàòîð L(t) â óðàâíåíèè (1) èìååò âèä (6), âû-

ïîëíåíû óñëîâèÿ (A.1), (E); h, ht ∈ L∞,2(Q), ôóíêöèÿ µ(t) óäîâëåòâîðÿ-

åò (5); |l(h)(x)| > 0 â Ω, à h(x, t)ϕ0(x) > 0 â Q. Ïðåäïîëîæèì äîïîëíè-

òåëüíî, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç óñëîâèé:

1. ht(x, t)ϕ0(x) > 0, d(x, t) 6 0, dt(x, t) > 0 â Q;

2. dµ(t) = ω(t)dt ñ ôóíêöèåé ω ∈ BV [0, T ] òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ Ω

ôóíêöèÿ π(x, t) ≡ ω(t) %(x, t)+
∫ t

0 d(x, τ)ω(τ) dτ ÿâëÿåòñÿ íåâîçðàñ-

òàþùåé ïî ïåðåìåííîé t ∈ [0, T ].

Òîãäà îáðàòíàÿ çàäà÷à (1)�(3) ñ ôóíêöèåé χ = 0 èìååò ëèøü íóëåâîå

ðåøåíèå u = 0 è f = 0.

Îòäåëüíî ðàññìîòðåí âîïðîñ î åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ äëÿ âòîðîé

êðàåâîé çàäà÷è. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî òî÷êà λ = 0 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåí-

íûì çíà÷åíèåì ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà (c(x) ≡ 0) è ïðåäûäóùèå ðå-

çóëüòàòû, äàæå â ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå, íå ïðèìåíèìû. Äàííûé ñëó÷àé

íå îõâàòûâàåòñÿ òàêæå è ïîëóãðóïïîâûì ïîäõîäîì, ðåçóëüòàò ðàíåå íå

áûë èçâåñòåí. Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ôðåäãîëüìîâîñòè âòîðîé êðàåâîé

çàäà÷è è åäèíñòâåííîñòè å¼ ðåøåíèÿ ïîëó÷åíà êîððåêòíîñòü.

Â � 6 ïðè îïðåäåë¼ííûõ óñëîâèÿõ íà ôóíêöèþ h(x, t) äàíî îïèñàíèå

ÿäðà îáðàòíîé çàäà÷è, ò. å. ìíîæåñòâà ïàð {u(x, t); f(x)}, ÿâëÿþùèõñÿ
ðåøåíèÿìè îäíîðîäíîé îáðàòíîé çàäà÷è. Ñìûñë ðåçóëüòàòà ñîñòîèò â

òîì, ÷òî åñëè â óñëîâèÿõ òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè îïóñòèòü òðåáîâàíèå
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|l(h)(x)| > 0, òî ïàðà {u(x, t); f(x)} ïðèíàäëåæèò ÿäðó îáðàòíîé çàäà-

÷è òîëüêî òîãäà, êîãäà f ïðèíàäëåæèò ÿäðó îïåðàòîðà óìíîæåíèÿ íà

ôóíêöèþ l(h)(x).

Ïðè èçó÷åíèè ëþáîé çàäà÷è âàæíóþ ðîëü èãðàåò ïîëó÷åíèå íåîá-

õîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé å¼ ðàçðåøèìîñòè, à òàêæå åäèíñòâåí-

íîñòè ðåøåíèÿ. Ýòèì âîïðîñàì ïîñâÿù¼í � 7, â êîòîðîì èçó÷åíà ñâÿçü

åäèíñòâåííîñòè è êîððåêòíîñòè ïàðàáîëè÷åñêîé îáðàòíîé çàäà÷è ñ ïîë-

íîòîé è áàçèñíîñòüþ â L2(Ω) íåêîòîðîé ñèñòåìû ôóíêöèé. Â ýòîì ïà-

ðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ïàðû ôóíêöèé

{u(x, t); f(x)} èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé

ut(x, t)− L0u(x, t) = h(x, t) f(x) , (x, t) ∈ Q , (7)

u(x, 0) = 0 , x ∈ Ω , Bu(x, t) = 0 , (x, t) ∈ S , (8)

l(u) = χ(x) , x ∈ Ω . (9)

Çäåñü χ ∈ W 2
2 (Ω), Bχ(x) = 0 íà ∂Ω, à L0 � ñòàöèîíàðíûé, ðàâíîìåðíî

ýëëèïòè÷åñêèé (ñèììåòðè÷åñêèé) îïåðàòîð âèäà:

L0 u =
n∑

i,j=1

∂

∂xi

(
aij(x)

∂u

∂xj

)
+ c0(x)u , (10)

ñ êîýôôèöèåíòàìè aij ∈ C1(Ω), c0 ∈ L∞(Ω) è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (E).

Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàäà÷è

−L0 v(x) = λ v(x) , x ∈ Ω ; B v(x) = 0 , x ∈ ∂Ω (11)

îáîçíà÷èì {ek(x)} è {λk}, çàíóìåðîâàâ λk â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ìîäóëÿ
(ñ ó÷¼òîì êðàòíîñòè) è ñ÷èòàÿ, ÷òî ‖ek‖2,Ω = 1 äëÿ âñåõ k = 1, 2, . . ..

Èçâåñòíî, ÷òî ek ∈ W 2
2 (Ω), λk ∈ R, λk → +∞. Â íàøåì ñëó÷àå λ1 > 0,

à ñèñòåìà {ek(x)} îáðàçóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â L2(Ω). Ââåä¼ì

ñèñòåìó ôóíêöèé (k ∈ N)

ψk(x) := λk

T∫
0

 t∫
0

e−λk (t−τ) h(x, τ) dτ

 dµ(t) ek(x) ≡ βk(x) ek(x) (12)

Äëÿ ýòîé ñèñòåìû ïîëó÷åí êðèòåðèé ïîëíîòû.
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Òåîðåìà 4. Ïóñòü h, ht ∈ L∞,2(Q), µ ∈ BV [0, T ], à îïåðàòîðû L0 è

B óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì, ïåðå÷èñëåííûì âûøå. Ñèñòåìà {ψk(x)},
ââåä¼ííàÿ â (12), ïîëíà â L2(Ω) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðåøåíèå

îáðàòíîé çàäà÷è (7)�(9) åäèíñòâåííî.

Äëÿ ñèñòåìû {ψk} ìîæåò áûòü ïîñòàâëåíà ïðîáëåìà ìîìåíòîâ. Íàéòè
ôóíêöèþ f(x) ∈ L2(Ω), óäîâëåòâîðÿþùóþ ðàâåíñòâàì

(ψk, f) :=

∫
Ω

ψk(x) f(x) dx = αk ïðè âñåõ k = 1, 2, . . . (13)

ãäå ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü α = {αk} çàäàíà. Óñëîâèå α ∈ l2 îçíà-
÷àåò, êàê îáû÷íî, ÷òî

∑
k

|αk|2 <∞. Â ðàáîòå [7] äîêàçàíî, ÷òî ðàçðåøè-

ìîñòü îáðàòíîé çàäà÷è ñ ôèíàëüíûì íàáëþäåíèåì ýêâèâàëåíòíà ðàçðå-

øèìîñòè ñîîòâåòñòâóþùåé ïðîáëåìû ìîìåíòîâ. Äëÿ áîëåå îáùåé ñèñòå-

ìû ôóíêöèé, îïðåäåë¼ííîé â (12), ñïðàâåäëèâ òàêîé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü h, ht ∈ L∞,2(Q), µ ∈ BV [0, T ], îïåðàòîðû L0 è B óäî-

âëåòâîðÿþò óñëîâèÿì, ïåðå÷èñëåííûì âûøå, à ñèñòåìà {ψk(x)} ââåäå-
íà â (12). Ðàçðåøèìîñòü ïðîáëåìû ìîìåíòîâ (13) ýêâèâàëåíòíà ðàç-

ðåøèìîñòè îáðàòíîé çàäà÷è (7)�(9), à èìåííî ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå

äâà óòâåðæäåíèÿ.

1. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü α ∈ l2 è (13) ðàçðåøèìà. Òîãäà ôóíê-

öèÿ

χ(x) :=
∑
k

(αk/λk) ek(x) ∈ W 2
2 (Ω) , ïðè÷¼ì B χ(x) = 0, x ∈ ∂Ω

è îáðàòíàÿ çàäà÷à (7)�(9) ðàçðåøèìà.

2. Ïóñòü îáðàòíàÿ çàäà÷à (7)�(9) ñ l(u) = χ(x) ∈ W 2
2 (Ω) è òàêîé,

÷òî B χ(x) = 0, x ∈ ∂Ω, ðàçðåøèìà. Òîãäà ïðîáëåìà ìîìåí-

òîâ (13) ñ ÷èñëàìè αk = λk (χ, ek) ðàçðåøèìà è ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü α ∈ l2.
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Àâòîðîì îáíàðóæåíî, ÷òî îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü îáðàòíîé çàäà-

÷è (7)�(9) òåñíî ñâÿçàíà ñ áàçèñíîñòüþ Ðèññà ñèñòåìû {ψk(x)}.
Îáðàòíóþ çàäà÷ó (7)�(9) áóäåì íàçûâàòü êîððåêòíîé, åñëè äëÿ ëþáîé

ôóíêöèè χ ∈ W 2
2 (Ω) òàêîé, ÷òî Bχ(x) = 0 íà ∂Ω, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåí-

íàÿ ôóíêöèÿ f ∈ L2(Ω), äëÿ êîòîðîé ðåøåíèå u(x, t; f) ïðÿìîé çàäà÷è

(7), (8) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ íàáëþäåíèÿ (9) è ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâà

îöåíêà óñòîé÷èâîñòè:

‖f‖2,Ω 6 C ‖L0χ‖2,Ω .

Äîêàçàí êðèòåðèé áàçèñíîñòè ñèñòåìû {ψk(x)}.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü h, ht ∈ L∞,2(Q), µ ∈ BV [0, T ], îïåðàòîðû L0 è B óäî-

âëåòâîðÿþò óñëîâèÿì, ïåðå÷èñëåííûì âûøå, à ñèñòåìà {ψk(x)} ââå-

äåíà â (12). Ñèñòåìà {ψk(x)} îáðàçóåò áàçèñ Ðèññà â L2(Ω) òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà îáðàòíàÿ çàäà÷à (7)�(9) êîððåêòíà.

Êàê ñëåäñòâèå òåîðåì 2 è 3, óñòàíîâëåíà ïîëíîòà è áàçèñíîñòü Ðèññà

äëÿ øèðîêîãî êëàññà òàêèõ ñèñòåì â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå.

Ñëåäñòâèå 0.2. Ïóñòü h, ht ∈ L∞,2(Q), îïåðàòîðû L0 è B óäîâëåòâîðÿ-

þò óñëîâèÿì, ïåðå÷èñëåííûì âûøå, ôóíêöèÿ µ(t) óäîâëåòâîðÿåò (5);

|l(h)(x)| > 0 â Ω, à h(x, t)ϕ0(x) > 0 â Q. Ïðåäïîëîæèì äîïîëíèòåëüíî,

÷òî âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç óñëîâèé:

1. ht(x, t)ϕ0(x) > 0 â Q;

2. dµ(t) = ω(t)dt ñ ôóíêöèåé ω ∈ BV [0, T ], êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ íåâîç-

ðàñòàþùåé íà [0, T ].

Òîãäà ñèñòåìà {ψk(x)}, ââåä¼ííàÿ â (12), ïîëíà â L2(Ω).

Åñëè â óñëîâèÿõ ýòîãî ñëåäñòâèÿ óñèëèòü îãðàíè÷åíèå |l(h)(x)| > 0 â

Ω è ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî |l(h)(x)| > δ > 0 â Ω,

òî äîêàçàíî, ÷òî ñèñòåìà {ψk(x)} îáðàçóåò áàçèñ Ðèññà â L2(Ω).
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Òåîðåìû 4�6 ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè èçó÷åíèè îáðàòíîé çàäà÷è î÷åíü

âàæíî èìåòü òî÷íóþ èíôîðìàöèþ î ñïåêòðå îïåðàòîðà L è åãî ñîáñòâåí-

íûõ ôóíêöèÿõ, ýòè âîïðîñû èçó÷àþòñÿ â ñëåäóþùåé ãëàâå.

Âî âòîðîé ãëàâå (�� 8�14) ïîëó÷àþò ñâî¼ äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ðå-

çóëüòàòû, ñâÿçàííûå ñ ïîëíîòîé è áàçèñíîñòüþ ñèñòåì ôóíêöèé, óñòà-

íîâëåííûå âíà÷àëå äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ñì. [1], [7], [14], [16]).

Ïðåäëîæåí ñïåêòðàëüíûé ìåòîä èññëåäîâàíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ àá-

ñòðàêòíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Â �� 8�11 èçó÷àåòñÿ ñâÿçü êîððåêòíîñòè îáðàòíîé çàäà÷è íàõîæäåíèÿ

èñòî÷íèêà â àáñòðàêòíîì äèôôåðåíöèàëüíîì óðàâíåíèè ñ âîïðîñîì áà-

çèñíîñòè íåêîòîðîãî êëàññà ñèñòåì ýëåìåíòîâ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàí-

ñòâå äëÿ ñëó÷àÿ äèàãîíàëèçóåìîãî îïåðàòîðà. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ñîñòîèò

â ñëåäóþùåì.

Â êîìïëåêñíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H ðàññìàòðèâàåòñÿ ëè-

íåéíûé çàìêíóòûé îïåðàòîð A ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(A), ïëîòíîé

â H, ðåçîëüâåíòíîå ìíîæåñòâî êîòîðîãî ρ(A) 6= ∅. Äëÿ óäîáñòâà áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî 0 ∈ ρ(A). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñîáñòâåííûå âåêòîðû {ek}
îïåðàòîðà A îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ (ÎÍÁ) âH, à {λk} ⊂ C
� ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ò.å. Aek = λkek.

Ïóñòü îïåðàòîð (−A) ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàòîðîì ïîëóãðóïïû S(t) êëàññà

C0. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ îáðàòíóþ çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ýëåìåíòà f ∈
H è ôóíêöèè u(t) èç óñëîâèé:

u′(t) + Au(t) = Φ(t)f, t ∈ [0, T ], u(0) = 0; (14)

u(T ) = χ, (15)

ãäå Φ(t) ∈ C1 ([0, T ]; L(H)), χ ∈ D(A) � çàäàíû, L(H) � ïðîñòðàíñòâî

ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ â H. Ïîä å¼ ðåøåíèåì ïîíèìàåòñÿ

ýëåìåíò f ∈ H, òàêîé, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (14) óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ (15). Åñëè ýëåìåíò f ∈ H çàäàí, òî ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëî-
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æåíèÿõ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (14) (ñì., íàïðèìåð, A. Pazy9)

u(t) ∈ C1 ([0, T ];H) ∩ C ([0, T ];D(A)) .

Ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå ñèñòåìó ýëåìåíòîâ ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà

H ïî ôîðìóëàì:

ψk = λk

T∫
0

exp
[
−λk (T − τ)

]
Φ∗(τ) dτ ek, k = 1, 2, . . . , (16)

Òàêèì îáðàçîì, ψk = Ukek, à îïåðàòîðû

Uk = λk

T∫
0

exp
[
−λk (T − τ)

]
Φ∗(τ) dτ ∈ L(H).

Äëÿ ñèñòåìû {ψk} ìîæåò áûòü ïîñòàâëåíà ïðîáëåìà ìîìåíòîâ. Íàéòè
ýëåìåíò f ∈ H, åñëè

(f,ψk) = αk, ∀k ∈ N, (17)

ãäå α = {αk} ∈ l2 çàäàíà.
Äîêàçàíî (ñì. òåîðåìó 11, ñòð. 76 äèññåðòàöèè), ÷òî ñèñòåìà ýëåìåí-

òîâ (16) ïîëíà â H òîëüêî òîãäà, êîãäà ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è (14),

(15) åäèíñòâåííî. Ðàçðåøèìîñòü îáðàòíîé çàäà÷è ðàâíîñèëüíà ðàçðåøè-

ìîñòè ïðîáëåìû ìîìåíòîâ (17), à êîððåêòíîñòü çàäà÷è (14), (15) ðàâíî-

ñèëüíà òîìó, ÷òî ñèñòåìà (16) îáðàçóåò áàçèñ Ðèññà â ïðîñòðàíñòâå H

(ñì., ñîîòâåòñòâåííî, òåîðåìû 12, 14 íà ñòð. 76, 77).

Â � 10 ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òîãî, ÷òî ñèñòåìà ýëåìåíòîâ (16)

ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì Áàðè â H, ò.å. áàçèñîì êâàäðàòè÷íî áëèçêèì ê ÎÍÁ

(ñì. òåîðåìó 15 íà ñòð. 81 è ïðåäëîæåíèÿ 10.1, 10.2 íà ñòð. 82, 83). Â � 11

ïðèâåäåíû òåîðåìû î ïîëíîòå è áàçèñíîñòè ñèñòåì ýëåìåíòîâ âèäà (16),

êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ èç èìåþùèõñÿ ðåçóëüòàòîâ î

åäèíñòâåííîñòè è êîððåêòíîñòè îáðàòíîé çàäà÷è (14), (15) (ñì., òåîðå-

ìû 16, 17 � 11). Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ïðèâåä¼ì ïðèìåð. Â îáðàòíîé
9Semigroups of linear operators and applications to partial di�erential equations. � New York:

Springer, 1983.
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çàäà÷å ñ ôèíàëüíûì íàáëþäåíèåì äëÿ îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ òåïëî-

ïðîâîäíîñòè âîçíèêàåò ñèñòåìà ôóíêöèé {βk(x) sin kx}, ãäå âåñà βk(x)

èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

βk(x) = k2

√
2

π

T∫
0

e−k
2(T−τ)h(x, τ) dτ, k = 1, 2, . . . ,

ñ çàäàííûìè T > 0 è ôóíêöèåé h ∈ C1
(
Q
)
, ãäå Q = [0, π]× [0, T ].

Èç ðåçóëüòàòîâ ïî ïàðàáîëè÷åñêèì îáðàòíûì çàäà÷àì (ñì. � 7) ñëåäó-

åò, ÷òî åñëè h(x, t) > 0, ht(x, t) > 0 â Q è h(x, T ) ≡ 1 íà [0, π], òî ñèñòåìà

ôóíêöèé {βk(x) sin kx} îáðàçóåò áàçèñ Áàðè â L2(0, π).

Â � 12 âîïðîñû, ðàññìîòðåííûå â ïðåäûäóùèõ ÷åòûð¼õ ïàðàãðàôàõ,

ðàçâèâàþòñÿ íà ñëó÷àé, êîãäà ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèí¼ííûõ

âåêòîðîâ îïåðàòîðà A∗ ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé èëè îáðàçóåò áàçèñ (áàçèñ ñî

ñêîáêàìè, áàçèñ Ðèññà ñî ñêîáêàìè) â ïðîñòðàíñòâå H. Â (12.7) íà ñòð. 88

äèññåðòàöèè ââîäèòñÿ ñèñòåìà ýëåìåíòîâ ψ, êîòîðàÿ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç

æîðäàíîâû öåïî÷êè. Îïèøåì êðàòêî ñèòóàöèþ ñ åäèíñòâåííîñòüþ, êîòî-

ðàÿ çäåñü âîçíèêàåò. Ïóñòü îïåðàòîð A èìååò êîìïàêòíóþ ðåçîëüâåíòó.

Îáîçíà÷èì e � îáúåäèíåíèå ïî âñåì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì λ æîðäà-

íîâûõ áàçèñîâ êîðíåâûõ ïîäïðîñòðàíñòâ N(A∗ − λI) ñîïðÿæ¼ííîãî îïå-

ðàòîðà. Äëÿ êàæäîé öåïî÷êè Æîðäàíà: e0, e1,. . . ,er ââåä¼ì ôóíêöèè

ϕ0(t;λ) = exp
[
λ (t−T )

]
·e0, ϕ1(t;λ) = exp

[
λ (t−T )

]
·
(
t

1!
e0 + e1

)
, . . . ,

ϕr(t;λ) = exp
[
λ (t− T )

]
·
(
tr

r!
e0 +

tr−1

(r − 1)!
e1 + . . .+ er

)
è ψk(λ) ïî ôîðìóëàì

ψk(λ) :=

∫ T

0

Φ∗(t)ϕk(t;λ) dt äëÿ âñåõ k = 0, 1, . . . , r.

Îáîçíà÷èì ψ(λ) ñèñòåìó ýëåìåíòîâ òàêîãî âèäà, ïîëó÷åííóþ îáúåäèíå-

íèåì ïî âñåì öåïî÷êàì æîðäàíîâà áàçèñà êîðíåâîãî ïîäïðîñòðàíñòâà

N(A∗ − λI), à ψ � îáúåäèíåíèå ñèñòåì ψ(λ) ïî âñåì ñîáñòâåííûì çíà-

÷åíèÿì (ïî âñåì êîðíåâûì ïîäïðîñòðàíñòâàì).
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Òåîðåìà 7. Ïóñòü ñèñòåìà ýëåìåíòîâ e ïîëíà â ãèëüáåðòîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå H. Îäíîðîäíàÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à èìååò ëèøü òðèâèàëüíîå

ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñèñòåìà ýëåìåíòîâ ψ ïîëíà â H.

Òåîðåìà 19 íà ñòð. 91 äèññåðòàöèè óñòàíàâëèâàåò ¾ýêâèâàëåíòíîñòü¿

êîððåêòíîñòè îáðàòíîé çàäà÷è è áàçèñíîñòè Ðèññà ñî ñêîáêàìè ñèñòåìû

ýëåìåíòîâ ψc , ââåä¼ííîé â (12.10) íà ñòð. 90 äèññåðòàöèè. Â óòâåðæäåíè-

ÿõ � 12 ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ, ÷òî âñå öåïî÷êè Æîðäàíà èìåþò êî-

íå÷íóþ äëèíó. Â çàêëþ÷èòåëüíîé ÷àñòè ïàðàãðàôà ïðèâåä¼í öåëûé ðÿä

ïðèìåðîâ, î÷åð÷èâàþùèõ ãðàíèöû ðàçâèòîé òåîðèè. Â ÷àñòíîñòè, ïðè-

âåä¼í ïðèìåð îïåðàòîðà ñ áåñêîíå÷íîé öåïî÷êîé Æîðäàíà, äëÿ êîòîðîãî

äîêàçàííûå êðèòåðèè íå ñïðàâåäëèâû. Òàêîé ïðèìåð äàí â ìàòðè÷íîé è

äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìàõ (ñì. ïðèìåðû 12.1, 12.2 íà ñòð. 96, 99) è ïî

ñâîåé èäåå âîñõîäèò ê ðàáîòå À.Í. Òèõîíîâà10.

Ðàçâèòûé â �� 8�12 ñïåêòðàëüíûé ìåòîä èññëåäîâàíèÿ ëèíåéíîé îá-

ðàòíîé çàäà÷è èíèöèèðîâàë èçó÷åíèå ðàñïîëîæåíèÿ ñïåêòðà ýëëèïòè÷å-

ñêèõ îïåðàòîðîâ, ÷òî è ïðîäåëàíî â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå. Åù¼ îäíà

ïðè÷èíà èíòåðåñà àâòîðà ê ýòèì âîïðîñàì ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Îêîëî

25 ëåò íàçàä, áëàãîäàðÿ â îñíîâíîì ðàáîòàì Þ.Ñ. Ýéäåëüìàíà11,12 ñòà-

ëî ÿñíî, ÷òî íàëè÷èå ó îïåðàòîðà êîìïëåêñíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

èãðàåò êëþ÷åâóþ ðîëü äëÿ åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ âè-

äà (14), (15). Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèê âîïðîñ, à ìîæåò ëè ýëëèïòè÷åñêèé

îïåðàòîð ñ âåùåñòâåííûìè, ãëàäêèìè êîýôôèöèåíòàìè è óñëîâèÿìè Äè-

ðèõëå íà ãðàíèöå îãðàíè÷åííîé îáëàñòè èìåòü êîìïëåêñíûå ñîáñòâåííûå

çíà÷åíèÿ? ×òî âîîáùå ìîæíî ñêàçàòü î ðàñïîëîæåíèè ñîáñòâåííûõ çíà-

÷åíèé ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ñ êëàññè÷åñêè-

ìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè? Ïàðàãðàô 13 ðàáîòû ïîñâÿù¼í ýòèì âîïðî-

ñàì. Ðàññìîòðèì â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ðàâíîìåðíî ýëëèïòè÷åñêèé
10Ìàòåì. ñá. � 1935. � Ò. 42, � 2. � Ñ. 199�216.
11Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ. � 1987. � Ò. 23, � 9. � Ñ. 1647�1649.
12Óêð. ìàòåì. æóðíàë. � 1993. � Ò. 45, � 1. � Ñ. 120�127.
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îïåðàòîð L:

Lw =
n∑

i,j=1

∂

∂xi

(
aij(x)

∂w

∂xj

)
+

n∑
i=1

bi(x)
∂w

∂xi
+ c(x)w

ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè aij = aji ∈ C1(Ω); bi, c ∈ L∞(Ω),

ν > 0 � êîíñòàíòà ýëëèïòè÷íîñòè. Ïðè ýòîì ñ÷èòàåì, ÷òî

c(x) 6 −q, q ∈ R, |b(x)|2 ≡ (b, b) 6 b2 â Ω, b = ess sup
{
|b(x)| | x ∈ Ω

}
.

Äëÿ ýòîãî îïåðàòîðà ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

Lw + λw = 0, x ∈ Ω; Bw = 0, x ∈ ∂Ω, (18)

ãäå íà ãðàíèöå, êàê è âûøå, çàäàíû êðàåâûå óñëîâèÿ ïåðâîãî èëè òðå-

òüåãî (âòîðîãî) ðîäà.

Â ïàðàãðàôå 13 äîêàçàíî, ÷òî âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàäà÷è (18)

è äðóãèõ, áîëåå îáùèõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà L,
ëåæàò âî ìíîæåñòâå D0 ⊂ Cλ, êîòîðîå ìîæåò áûòü çàäàíî íåðàâåíñòâàìè

D0 =


α >

ν

b2
β2 − |β|+ q, åñëè |β| > b2

2ν
;

α > q − b2

4ν
, åñëè |β| 6 b2

2ν
.

(19)

Ýòîò ðåçóëüòàò, ïåðâîíà÷àëüíî ïîëó÷åííûé àâòîðîì ìåòîäàìè äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îêàçàëîñü óäîáíåå è êîðî÷å äîêàçûâàòü íà ÿçû-

êå ïîëóòîðàëèíåéíûõ ôîðì.

Â óíèòàðíîì ïðîñòðàíñòâå V ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (f, g)V

è íîðìîé ‖f‖V ðàññìîòðèì äâå ïîëóòîðàëèíåéíûå ôîðìû L0

(
f, g
)
è

Q
(
u, v
)
ñ îáëàñòÿìè îïðåäåëåíèÿD

(
L0

)
×D

(
L0

)
èD

(
Q
)
×D

(
Q
)
òàêèìè,

÷òî D
(
L0

)
⊆ D

(
Q
)
⊆ V . Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôîðìà L0 ÿâëÿåòñÿ

ýðìèòîâîé, ò. å.

∀f, g ∈ D
(
L0

)
L0

(
f, g
)

= L0

(
g, f
)

(20)

è, êðîìå òîãî, íàéäóòñÿ ÷èñëà p > 0, q ∈ R òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ

f ∈ D
(
L0

)
ñ íîðìîé

∥∥f∥∥
V

= 1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

L0

(
f, f
)
> p

∣∣Q(f, f)∣∣2 + q
(
f, f
)
V

(21)
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Ðàññìîòðèì âîçìóù¼ííóþ ôîðìó L
(
f, g
)

= L0

(
f, g
)
+Q

(
f, g
)
ñ îáëàñòüþ

îïðåäåëåíèÿ D
(
L
)
× D

(
L
)
, ãäå D

(
L
)

= D
(
L0

)
. Ìíîæåñòâî çíà÷åíèé,

êîòîðûå ïðèíèìàåò ôóíêöèÿ L
(
f, f
)
, êîãäà f ∈ D

(
L
)
,
∥∥f∥∥

V
= 1, áó-

äåì íàçûâàòü ÷èñëîâîé îáëàñòüþ çíà÷åíèé ôîðìû L è îáîçíà÷àòü Θ
(
L
)

(Ò. Êàòî13). Ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ôîðìû L
(
f, g
)
, êàê îáû÷íî, íàçû-

âàåòñÿ ÷èñëî λ ∈ C òàêîå, ÷òî ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé ýëåìåíò h ∈ D
(
L
)
,

äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî L
(
h, g
)

= λ
(
h, g
)
V
ïðè ëþáîì ýëå-

ìåíòå g ∈ D
(
L
)
. Îòìåòèì, ÷òî âñÿêîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ ∈ Θ

(
L
)
. Â

äèññåðòàöèè óñòàíîâëåíà òåîðåìà î ðàñïîëîæåíèè íà êîìïëåêñíîé ïëîñ-

êîñòè Cλ ÷èñëîâîé îáëàñòè çíà÷åíèé íåêîòîðîãî êëàññà ïîëóòîðàëèíåé-

íûõ ôîðì (ñì. òåîðåìó 20 íà ñòð. 106 äèññåðòàöèè). Èç íå¼ â êà÷åñòâå

ñëåäñòâèÿ ïîëó÷åíà òåîðåìà î ðàñïîëîæåíèè íà ïëîñêîñòè Cλ ñîáñòâåí-

íûõ çíà÷åíèé äîñòàòî÷íî øèðîêîãî êëàññà ëèíåéíûõ (íå îáÿçàòåëüíî

ýëëèïòè÷åñêèõ) îïåðàòîðîâ (ñì. òåîðåìó 21 íà ñòð. 107). Íåñêîëüêî óïðî-

ù¼ííûé âàðèàíò îòìå÷åííîé òåîðåìû ôîðìóëèðóåòñÿ òàê.

Òåîðåìà 8. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (20), (21). Òîãäà ÷èñëîâàÿ îá-

ëàñòü çíà÷åíèé Θ
(
L
)
êâàäðàòè÷íîé ôîðìû L

(
f, f
)
ëåæèò âî ìíîæå-

ñòâå

D0(p, q) ≡
⋂

ε∈(0,p]

D(ε; p, q) , ãäå ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ D èìååò âèä

D(ε; p, q) ≡
{
λ = α + iβ ∈ C | α > (p− ε)|β|2 − 1

4ε
+ q
}
.

Ìíîæåñòâî D0 íàõîäèòñÿ ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì è ñîâïàäàåò ñ çàäàí-

íûì â (19), åñëè â ïîñëåäíåì îáîçíà÷èòü p = ν/b2, îíî èçîáðàæåíî íà

ðèñóíêå 1, ñòð. 25. Íà ýòîì æå ðèñóíêå ïðèâåäåíà ãðàíèöà ìíîæåñòâà

D (íàïðèìåð, ïðè ε = p/2) � ýòî èçâåñòíàÿ ïàðàáîëà Êàðëåìàíà (èëè

Ãåïïåðòà�Êàðëåìàíà, ñì. H. Geppert14, T. Carleman15). Âèäíî, ÷òî D0

ëåæèò âíóòðè êàæäîãî èç ìíîæåñòâ D. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû (ñì. ïðè-
13Òåîðèÿ âîçìóùåíèé ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ. � Ì.: Ìèð, 1972.
14Mathematische Annalen. � 1927. � 98, 2, 264�272.
15Berichte der S�achsischen Akademie der Wissenschaften zu Leipzig. Math.-Phys. Klasse. � 1936. �

88, 119�132.
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Ðèñ. 1: Ïàðàáîëà Ãåïïåðòà�Êàðëåìàíà è ãðàíèöà ìíîæåñòâà D0 (p = ν/b2).
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ìåðû 13.1, 13.2 íà ñòð. 104, ïîêàçûâàþùèå àñèìïòîòè÷åñêóþ ¾òî÷íîñòü¿

íàéäåííîãî ìíîæåñòâà D0, îäèí èç íèõ � ýòî ïðèìåð çàäà÷è Äèðèõëå â

êðóãå ñ êîìïëåêñíûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè.

Ïðèìåð 0.1. Â êðóãå D = {(x, y) |x2 + y2 < 1} ðàññìîòðèì çàäà÷ó

∆w + ywx − xwy + λw = 0, (x, y) ∈ D; w(x, y) = 0, (x, y) ∈ ∂D.

Ïåðåõîäÿ ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì, íàéä¼ì å¼ ñîáñòâåííûå ôóíêöèè è

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

wn,k(r, ϕ) = Jn(γk(n)r) exp(±inϕ), λn,k = γ2
k(n)± in;

çäåñü k ∈ N, n = 0, 1, 2, . . . , Jn(γ)� ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ïîðÿäêà n, à γk(n)�

ïîëîæèòåëüíûå êîðíè óðàâíåíèÿ Jn(γ) = 0, çàíóìåðîâàííûå â ïîðÿäêå

âîçðàñòàíèÿ. Ôóíêöèè wn,k àíàëèòè÷åñêèå â R2, à ñèñòåìà {wn,k} ïîë-
íà è îðòîãîíàëüíà â L2(D). Èç ïîñëåäíåãî ñëåäóåò, ÷òî Λ = {λn,k} �
ìíîæåñòâî âñåõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé çàäà÷è.

Ïðèìåð 0.1 ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà ñ óñëîâèÿìè Äèðèõëå, èìåþ-

ùåãî êîìïëåêñíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïîçâîëèë, â ñâîþ î÷åðåäü, äàòü

ïðèìåðû íååäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ â ëèíåéíûõ îáðàòíûõ çàäà÷àõ ñ ôè-

íàëüíûì íàáëþäåíèåì äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ è ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé

â ñëó÷àå, êîãäà îáëàñòü � ýòî êðóã.

Ïðèìåð 0.2. Âîçüì¼ì îäíî èç êîìïëåêñíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ïðè-

ìåðà 0.1 λ = γ2 + i, ãäå γ ïåðâûé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ

J1(x) = 0. Â åäèíè÷íîì êðóãå D ðàññìîòðèì îáðàòíóþ çàäà÷ó, ñîñòîÿ-

ùóþ â íàõîæäåíèè ïàðû ôóíêöèé {w(x, y, t), p(x, y)} èç óñëîâèé{
wt −∆w + xwy − ywx − (γ2 − ζ)w = e−ζtp â D × [0, 2π],

w
∣∣
t=0

= w
∣∣
t=2π

= 0 â D, w = 0 íà ∂D × [0, 2π],
(22)

ãäå ζ > 0 íåêîòîðîå ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî. Ïåðåõîäÿ ê ïîëÿðíûì êîîð-

äèíàòàì, íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé óáåæäàåìñÿ, ÷òî ïàðà êîìïëåêñ-

íîçíà÷íûõ ôóíêöèé

w = iJ1(γr)e
−ζt
(
ei(ϕ−t) − eiϕ

)
è p = J1(γr)e

iϕ (23)
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åñòü ðåøåíèå îäíîðîäíîé îáðàòíîé çàäà÷è (22). Ôóíêöèÿ p(x, y) ÿâëÿåò-

ñÿ âåùåñòâåííî àíàëèòè÷åñêîé ïðè (x, y) ∈ R2, êàê ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ

çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ àíàëèòè÷åñêèìè êîýô-

ôèöèåíòàìè. Ñëåäîâàòåëüíî è ôóíêöèÿ w(x, y, t) ≡ ie−ζt(e−it − 1)p(x, y)

ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé ïî ïåðåìåííûì (x, y, t) ∈ R3, à ïîýòîìó óðàâíå-

íèå âûïîëíåíî âî âñ¼ì ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ (x, y, t). Â ÷àñòíîñòè,

ýòî ðåøåíèå è âñå åãî ïðîèçâîäíûå ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó Ã¼ëüäå-

ðà è âûïîëíåíû óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ âñåõ ïîðÿäêîâ. Äåéñòâèòåëüíàÿ è

ìíèìàÿ ÷àñòè ðåøåíèÿ (23) äàþò äâå ïàðû âåùåñòâåííûõ ðåøåíèé{
w1 = J1(γr)e

−ζt[sinϕ− sin(ϕ− t)],
p1 = J1(γr) cosϕ,{
w2 = J1(γr)e

−ζt[cos(ϕ− t)− cosϕ],

p2 = J1(γr) sinϕ,

óäîâëåòâîðÿþùèõ òåì æå ñâîéñòâàì ãëàäêîñòè è óðàâíåíèþ âî âñ¼ì ïðî-

ñòðàíñòâå R3 ïåðåìåííûõ (x, y, t). Êàê ïîêàçàíî â ïåðâîé ãëàâå, äîñòà-

òî÷íûìè äëÿ åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ â çàäà÷å (22) ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå

óñëîâèÿ:

c0(x, y) 6 0 â D ; h > 0 , ht > 0 â D × (0, T ) ; h(x, y, T ) > 0 â D. (24)

Â îáðàòíîé çàäà÷å (22) ôóíêöèÿ h ≡ exp(−ζt) > exp(−2πζ) > 0

è óáûâàåò, à ìëàäøèé êîýôôèöèåíò îïåðàòîðà c0(x, y) ≡ γ2 − ζ 6 0

ïðè ζ > γ2. Òàêèì îáðàçîì òðåáîâàíèå ht > 0 â óñëîâèÿõ (24) áåç äî-

ïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé îòáðîøåíî áûòü íå ìîæåò, òåðÿåòñÿ ñâîéñòâî

åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è. Âîïðîñ î òîì, ñîõðàíÿåòñÿ ëè

ñâîéñòâî åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è (22), åñëè îòáðîñèòü óñëîâèå

ht > 0 â Q, ñòîÿë ñ ìîìåíòà ïóáëèêàöèé Â.Ì. Èñàêîâà16, À.È. Ïðèëåïêî

è Â.Â. Ñîëîâüåâà5. Ïðèâåä¼ííûé ïðèìåð äà¼ò îòâåò íà ýòîò âîïðîñ. Åù¼

ðàíüøå àíàëîãè÷íûé âîïðîñ âîçíèê â îáðàòíûõ çàäà÷àõ âîññòàíîâëåíèÿ

ïëîòíîñòè Íüþòîíîâà ïîòåíöèàëà17, ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèìåð ïîñòðîåí

è â ýòîì ñëó÷àå.
16Äîêë. ÀÍ ÑÑÑÐ. � 1982. � Ò. 263, � 6. � Ñ. 1296�1299.
17Ïðèëåïêî À.È. Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ. � 1967. � Ò. 3, � 1. � Ñ. 30�44.
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Òðåòüÿ ãëàâà (�� 15�18) öåëèêîì ïîñâÿùåíà çàäà÷àì âîññòàíîâëåíèÿ

êîýôôèöèåíòîâ â ïàðàáîëè÷åñêîì óðàâíåíèè. Â ïàðàãðàôå 15 èçó÷àåò-

ñÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ êîýôôèöèåíòà óðàâíåíèÿ ïåðåä u. Â

öèëèíäðå Q = Ω×(0, T ) ñ áîêîâîé ïîâåðõíîñòüþ S = ∂Ω×[0, T ] ðàññìàò-

ðèâàåòñÿ çàäà÷à î íàõîæäåíèè ôóíêöèé {u(x, t); c(x)}, óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèÿì:

ρ(x, t)ut − L0u− d(x, t)u = c(x)u+ g(x, t), (x, t) ∈ Q, (25)

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω, Bu = β(x, t), (x, t) ∈ S, (26)∫ T

0

u(x, t) dµ(t) = χ(x), x ∈ Ω. (27)

Çäåñü ôóíêöèè ρ, d, g, u0, β, µ, χ çàäàíû, ðàâíîìåðíî ýëëèïòè÷åñêèé

îïåðàòîð L0 èìååò âèä

L0u =
n∑

i,j=1

∂

∂xi

(
aij(x)

∂u

∂xj

)
+

n∑
i=1

bi(x)
∂u

∂xi
+ c0(x)u , c0(x) 6 0, (28)

ãäå c0(x) äîïîëíèòåëüíî ïîä÷èí¼í óñëîâèþ (E). Çàäàííûå ôóíêöèè â

ñîîòíîøåíèÿõ (25)�(27) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (ïðè íåêîòîðîì, ôèê-

ñèðîâàííîì çäåñü p > n+ 1)

(A.2)

aij(x) ∈ C1(Ω); ρ, ρt ∈ C(Q); bi ∈ L∞(Ω); c0 ∈ Lp(Ω);

d, dt ∈ L∞(Q); µ ∈ BV [0, T ], µ(0) = µ(0+),

µ(t) 6≡ const íà [0, T ] , ρ(x, t) > ρ0 > 0, (x, t) ∈ Q ,
c0(x) 6 0 x ∈ Ω , ρ0 = const.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî èìååòñÿ ôóíêöèÿ Φ(x, t), çàäàííàÿ âî âñåì

öèëèíäðå Q è òàêàÿ, ÷òî Φ, Φt ∈ W 2,1
p (Q), ïðè÷¼ì Φ(x, 0) = u0(x) â Ω, à

BΦ = β(x, t) íà S. Èòàê, ñ÷èòàåì, ÷òî

(B.2)
g, gt ∈ Lp(Q), u0 ∈ W 2

p (Ω), ∃Φ(x, t) : Φ, Φt ∈ W 2,1
p (Q) ,

Φ(x, 0) = u0(x) x ∈ Ω , BΦ(x, t) = β(x, t), (x, t) ∈ S .

Íàëîæèì åù¼ óñëîâèÿ ãëàäêîñòè è ñîãëàñîâàíèÿ íà ôóíêöèþ χ(x)

(C.2) χ ∈ W 2
p (Ω) Bχ(x) = l(β)(x) , x ∈ ∂Ω.
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Ïðè óñëîâèÿõ ãëàäêîñòè è ñîãëàñîâàíèÿ (A.2), (B.2), (C.2), ðåøåíèå

ýòîé çàäà÷è èùåòñÿ â êëàññå

u ∈ W 2,1
p (Q), c ∈ E− :=

{
v ∈ Lp(Ω) | v(x) 6 0 â Ω

}
,

ñ ôèêñèðîâàííûì p > n + 1. Ðàíåå äëÿ òàêèõ çàäà÷ êîýôôèöèåíò c(x)

èñêàëñÿ â êëàññå îãðàíè÷åííûõ èëè äàæå áîëåå ãëàäêèõ ôóíêöèé.

Îòäåëüíûå ðåçóëüòàòû äëÿ ã¼ëüäåðîâñêèõ ðåøåíèé è ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ

ôèíàëüíîãî íàáëþäåíèÿ èìåëèñü â ðàáîòàõ2,3,7. Â � 15 ðåçóëüòàòû àâòî-

ðà [2], [3] óñèëèâàþòñÿ è ðàçâèâàþòñÿ íà íåëîêàëüíîå íàáëþäåíèå (27),

îáùèå êðàåâûå óñëîâèÿ è ¾íåñòàöèîíàðíûé¿ îïåðàòîð â óðàâíåíèè (25).

Îòäåëüíî ðàññìîòðåí ñëó÷àé àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ìåðû dµ(t) =

ω(t)dt ñ ôóíêöèåé ω ∈ BV [0, T ], óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì:

dµ(t) = ω(t)dt, ãäå ω ∈ BV [0, T ], ω(t) > 0 íà [0, T ] è òàêàÿ, ÷òî

∀x ∈ Ω ôóíêöèÿ π0(x, t) := ρ(x, t)ω(t) +
∫ t

0 d(x, ξ)ω(ξ) dξ

ÿâëÿåòñÿ íåâîçðàñòàþùåé ïî ïåðåìåííîé t ∈ [0, T ].

(29)

Äëÿ ñëó÷àÿ dµ(t) = ω(t)dt äîêàçàíû òàêèå òåîðåìû.

Òåîðåìà 9. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (A.2), (B.2), (C.2) è ñïðàâåäëèâû

íåðàâåíñòâà

g(x, t) > 0 â Q, u0(x) > 0 â Ω, β(x, t) > 0 íà S, χ(x) > 0 â Ω.

Òîãäà ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è (25)�(27) åäèíñòâåííî â êëàññå u ∈
W 2,1

p (Q), c ∈ E− ïðè p = n+ 1.

Òåîðåìà 10. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 9 è äîïîëíèòåëüíî

ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

χ(x) > δ > 0, L0[l(u
0)− χ](x) 6 0 â Ω.

Òîãäà ñóùåñòâóåò è ïðèòîì åäèíñòâåííàÿ ïàðà {u; c} � ðåøåíèå îá-

ðàòíîé çàäà÷è (25)�(27), ïðè÷¼ì ýòî ðåøåíèå îáëàäàåò ñâîéñòâàìè

ut ∈ C([0, T ];Lp(Ω)) ∩W 2,1
p (Qε), u ∈ C([0, T ];W 2

p (Ω)), (30)

Qε = Ω × (ε, T ), à c(x) > −v0(x)/χ(x), ãäå v0(x) ≡ |L0χ| + l(g) +

ρ(x, 0)ω(0)u0(x).
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Ñëó÷àþ îáùåãî íåëîêàëüíîãî íàáëþäåíèÿ, ò. å. êîãäà ïðî µ(t) èçâåñò-

íî ëèøü, ÷òî µ ∈ BV [0, T ] è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (5) ïîñâÿùåíû

ñëåäóþùèå äâå òåîðåìû.

Òåîðåìà 11. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (A.2), (B.2), (C.2), µ óäîâëå-

òâîðÿåò óñëîâèÿì (5) è ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

g(x, t) > 0, gt(x, t) > 0, d(x, t) 6 0, dt(x, t) > 0, â Q;
u0(x) > 0, χ(x) > 0 â Ω; β(x, t) > 0, βt(x, t) > 0 íà S.

Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî v1 ∈ E− âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

L0u0 + (d(x, 0) + v1(x))u0(x) + g(x, 0) > 0 x ∈ Ω,

à îáðàòíàÿ çàäà÷à (25)�(27) èìååò ðåøåíèå u ∈ W 2,1
p (Q), c ∈ E−, óäî-

âëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó c > v1, òî ýòî ðåøåíèå åäèíñòâåííî â êëàñ-

ñå u ∈ W 2,1
p (Q), c ∈ E− ïðè p = n+ 1.

Òåîðåìà 12. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (A.2), (B.2), (C.2), µ óäîâëå-

òâîðÿåò óñëîâèÿì (5) è ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

g(x, t) > 0, gt(x, t) > 0, d(x, t) 6 0, dt(x, t) > 0, â Q;
u0(x) > 0, χ(x) > δ > 0 â Ω; β(x, t) > 0, βt(x, t) > 0 íà S;
L0u0 + [d(x, 0)− v0(x)χ−1(x)]u0(x) + g(x, 0) > 0,
L0[l(u

0)− χ](x) 6 0 â Ω,

ãäå v0(x) ≡ |L0χ|+ l(g). Òîãäà ñóùåñòâóåò è ïðèòîì åäèíñòâåííàÿ ïà-

ðà {u; c} � ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è (25)�(27), ïðè÷¼ì u(x, t) îáëàäàåò

äèôôåðåíöèàëüíûìè ñâîéñòâàìè (30), à ôóíêöèÿ c(x) óäîâëåòâîðÿåò

íåðàâåíñòâó c(x) > −v0(x)/χ(x) â Ω.

Óñëîâèÿ ýòèõ òåîðåì íå ñîäåðæàò îãðàíè÷åíèé íà íîðìû çàäàííûõ

ôóíêöèé, à èìåþò âèä äîñòàòî÷íî ëåãêî ïðîâåðÿåìûõ, îäíîñòîðîííèõ

íåðàâåíñòâ òèïà ïîëîæèòåëüíîñòè è ìîíîòîííîñòè. Â òåîðåìàõ 10, 12 äëÿ

èñêîìîãî êîýôôèöèåíòà c(x) âûïèñûâàåòñÿ îöåíêà ñíèçó, à äëÿ ôóíêöèè

u(x, t) óñòàíàâëèâàþòñÿ ñâîéñòâà äîïîëíèòåëüíîé ãëàäêîñòè.

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåì 10 èëè 12 ïðåäëîæåí èòåðàöèîííûé

ïðîöåññ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ c(x), îáîñíîâàíà åãî ñõîäèìîñòü (ñì. ñëåä-

ñòâèå 15.1 íà ñòð. 134), ÷òî ìîæåò áûòü ïîëåçíî ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèëîæå-

íèé. Â êîíöå ïàðàãðàôà 15 ïðèâåä¼í ðÿä ïðèìåðîâ ïîêàçûâàþùèõ, ÷òî
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êëàññ äàííûõ çàäà÷è äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíû óñëîâèÿ äîêàçàííûõ òåî-

ðåì äîñòàòî÷íî øèðîê. Êðîìå òîãî, ïðèâåä¼í ïðèìåð îáðàòíîé êîýôôè-

öèåíòíîé çàäà÷è, èìåþùåé íååäèíñòâåííîå ðåøåíèå (ñì. ïðèìåðû 15.1�

15.3 íà ñòð. 138�139 äèññåðòàöèè). Âñå ýòè ïðèìåðû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè,

ðàíåå íå âñòðå÷àëèñü äàæå â ñëó÷àå ôèíàëüíîãî íàáëþäåíèÿ.

Ïàðàãðàô 16 ïîñâÿù¼í çàäà÷å âîññòàíîâëåíèÿ âåêòîðíîãî êîýôôèöè-

åíòà ~b(x) = (b1(x), . . . , bn(x)), âõîäÿùåãî â ñëàãàåìîå (~b(x),∇u) ëèíåé-

íîãî ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, ãäå ∇u = (ux1, . . . , uxn). Â öèëèíäðå

Q = Ω× (0, T ) ñ áîêîâîé ïîâåðõíîñòüþ S = ∂Ω× [0, T ] è ïàðàáîëè÷åñêîé

ãðàíèöåé Γ := S ∪ {(x, 0) | x ∈ Ω} ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ
ïàðû ôóíêöèé {u(x, t);~b(x)}, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì:

ρ(x, t)ut − L1u(x, t)− (~b(x),∇u)− d(x, t)u = g(x, t), (x, t) ∈ Q, (31)

u(x, t) = Φ(x, t), (x, t) ∈ Γ, (32)∫ T

0

u(x, t)ω(t) dt = χ(x), x ∈ Ω. (33)

Çäåñü ρ, d, g, Φ, ω(t) = (ω1(t), . . . , ωn(t))
T , χ(x) = (χ1(x), . . . , χn(x))T

çàäàííûå ôóíêöèè, L1 � ðàâíîìåðíî ýëëèïòè÷åñêèé îïåðàòîð âèäà:

L1u =
n∑

i,j=1

aij(x)∂2u/∂xi∂xj ñ êîýôôèöèåíòàìè aij(x) = aji(x),

à ~b(x) = (b1(x), . . . , bn(x)) èñêîìûé âåêòîðíûé êîýôôèöèåíò. Óñëîâèå

èíòåãðàëüíîãî (âåêòîðíîãî) ïåðåîïðåäåëåíèÿ (33) ñëåäóåò ïîíèìàòü êàê

ñèñòåìó ðàâåíñòâ:∫ T

0

u(x, t)ωi(t) dt = χi(x) â Ω ïðè âñåõ i = 1, 2, . . . , n.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èçâåñòíûå ôóíêöèè â ñîîòíîøåíèÿõ (31)�(33) óäî-

âëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:

(A.3)

aij(x) ∈ C(Ω); ρ ∈ C(Q), ρt ∈ L∞(Q) ; d, g ∈ L∞(Q) ;

a0|ξ|2 6
∑n

i,j=1 aij(x)ξiξj 6 a1|ξ|2, 0 < ρ0 6 ρ(x, t) 6 ρ1 ;

|ρt(x, t)| 6 Kρ, |d(x, t)| 6 Kd, |g(x, t)| 6 Kg, (x, t) ∈ Q ,
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ãäå a0, a1, ρ0, ρ1 � ýòî const > 0 , à ïîñòîÿííûå Kρ, Kd, Kg � íåîòðèöà-

òåëüíû.

Îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè ãðàíè÷íûõ äàííûõ Φ(x, t), êàê è âûøå, áó-

äåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îíà çàäàíà âî âñåì öèëèíäðå Q è ïðèíàäëåæèò

W 2,1
p (Q) ïðè íåêîòîðîì, ôèêñèðîâàííîì äàëåå p > n + 1. Òîãäà ïî òåî-

ðåìå âëîæåíèÿ ïðîñòðàíñòâî W 2,1
p (Q) ⊂ Cλ,λ/2(Q). Èòàê, ñ÷èòàåì, ÷òî

(B.3)

Φ(x, t) ∈ W 2,1
p (Q) , p > n+ 1 , |Φ(x, t)| 6 KΦ, (x, t) ∈ Γ;

ω(t) ∈W 1
1 (0, T ), ‖ω‖(1)

1,(0,T ) = Kω , χ(x) ∈W 2
∞(Ω) ,

‖χ‖(2)
∞,Ω = Kχ ; l(Φ)(x) = χ(x), x ∈ ∂Ω .

Ðàññìîòðèì ìàòðèöó H(x) = (hij(x)) ñ ýëåìåíòàìè hij(x) = ∂χi(x)/∂xj,

ò.å. ìàòðèöó i-îé ñòðî÷êîé êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ âåêòîð ∇χi(x). Â ñèëó

óñëîâèÿ (B.3) âñå ýëåìåíòû ìàòðèöû H(x) îãðàíè÷åíû. Â ïðîñòðàíñòâå

ñòîëáöîâ E :=
(
L∞(Ω)

)n
ââåä¼ì îïåðàòîð H : E → E ïî ïðàâèëó

Hb := H(x)b(x), êîòîðûé îïðåäåë¼í íà âñåì E, ëèíååí è îãðàíè÷åí,

ò.å. H ∈ L(E). Åãî íîðìà âû÷èñëÿåòñÿ ÷åðåç ýëåìåíòû ìàòðèöû H(x).

Íàëîæèì åù¼ óñëîâèå íà χ(x):

(C.3)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò H−1 ∈ L(E), ò. å.

äëÿ êàæäîãîx ∈ Ω ñóùåñòâóåò ìàòðèöà H−1(x)

ñ îãðàíè÷åííûìè ýëåìåíòàìè; ïðè ýòîì ‖H−1‖ = K∗H <∞.

Ïðè âûïîëíåíèè ýòèõ óñëîâèé ðåøåíèå çàäà÷è èùåòñÿ â êëàññå ôóíê-

öèé u ∈ W 2,1
p (Q), ~b ∈

(
L∞(Ω)

)n
ñ ïîêàçàòåëåì p > n+ 1.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû � 16 ñîäåðæàòñÿ â òåîðåìàõ 29�31 (ñì. ñòð. 144�

145 äèññåðòàöèè) è äàþò äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèí-

ñòâåííîñòè ðåøåíèÿ. Ïðèâåä¼ì îäèí èç äîêàçàííûõ ðåçóëüòàòîâ.

Òåîðåìà 13. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (A.3), (B.3), (C.3). Òîãäà îá-

ðàòíàÿ çàäà÷à (31)�(33) èìååò ðåøåíèå u ∈ W 2,1
p (Q), ~b ∈

(
L∞(Ω)

)n
.

×àñòü óñëîâèé îòìå÷åííûõ òåîðåì íå îòíîñèòñÿ ê ðàçðÿäó ëåãêî ïðî-

âåðÿåìûõ, ïîýòîìó êëþ÷åâóþ ðîëü èãðàåò ïîñòðîåíèå ïðèìåðîâ îáðàò-

íûõ çàäà÷, äëÿ êîòîðûõ ìîæíî ãàðàíòèðîâàòü âûïîëíåíèå óñëîâèé ýòèõ
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òåîðåì. Ýòîìó âîïðîñó ïîñâÿù¼í ïóíêò 16.5 (ñì. ñòð. 149�153), ãäå ïîêà-

çàíî, ÷òî ïðè n = 2 äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà çàäà÷ â êðóãå óñëîâèÿ òåîðåì

âûïîëíåíû ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì äèàìåòðå ýòîãî êðóãà.

Ðåçóëüòàòû ïàðàãðàôà 16 îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå [17]. Àâòîðó íåèç-

âåñòíû äðóãèå ðàáîòû ñ ðåçóëüòàòàìè ïî êîýôôèöèåíòíûì îáðàòíûì

çàäà÷àì â áëèçêîé ïîñòàíîâêå â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå.

Ïàðàãðàôû 17 è 18 ïîñâÿùåíû çàäà÷å âîññòàíîâëåíèÿ êîýôôèöè-

åíòà ïåðåä ut. Â � 17 ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëüíàÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à äëÿ

óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè, ñîñòîÿùàÿ â íàõîæäåíèè ïàðû ôóíêöèé

{u(x, t); r(x)} èç óñëîâèé:

(1 + r(x))ut(x, t)−∆u(x, t) = g(x, t), (x, t) ∈ Q, (34)

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω, u(x, t) = β(x, t), (x, t) ∈ S, (35)∫ T

0

u(x, t) dµ(t) = χ(x), x ∈ Ω. (36)

Çäåñü ôóíêöèè g, u0, β, µ, χ çàäàíû, ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà. Ïðè âûïîë-

íåíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ óñëîâèé ãëàäêîñòè è ñîãëàñîâàíèÿ, ðåøåíèå ýòîé

çàäà÷è èùåòñÿ â êëàññå ôóíêöèé u ∈ W 2,1
p (Q) (p > n + 1), r ∈ L∞(Ω),

r(x) > 0 â Ω. Òàêîå ìîäåëüíîå óðàâíåíèå ïîçâîëÿåò ïðîàíàëèçèðîâàòü

ñõåìó èññëåäîâàíèÿ è ïîëó÷èòü íàèáîëåå ïðîñòûå óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè

çàäà÷è â ýòîì, âàæíîì äëÿ ïðèëîæåíèé, ÷àñòíîì ñëó÷àå.

Â äèññåðòàöèè îòäåëüíî ðàññìîòðåí ñëó÷àé èíòåãðàëüíîãî íàáëþäå-

íèÿ äëÿ ãëàäêîé âåñîâîé ôóíêöèè ω(t), êîòîðûé ðàíåå íå èçó÷àëñÿ. Äëÿ

íåãî óäàëîñü óñòàíîâèòü òåîðåìó îá îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè îáðàò-

íîé çàäà÷è ïðè áîëåå ñëàáûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà çàäàííûå ôóíêöèè. Áóäåì

ñ÷èòàòü, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ãëàäêîñòè è ñîãëàñîâàíèÿ

(A.4)

g, gt ∈ L∞(Q); ∆u0,∆χ ∈ L∞(Ω); ∃Φ(x, t) : Φ, Φt ∈ W 2,1
∞ (Q) ,

Φ(x, 0) = u0(x) â Ω, Φ(x, t) = β(x, t) íà S;

ω ∈ C1[0, T ], l(1) ≡
∫ T

0 ω(t)dt = 1.

(B.4) u0(x) = β(x, 0) , l(β)(x) = χ(x), x ∈ ∂Ω.
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Âàæíóþ ðîëü â ðàçðåøèìîñòè èãðàþò ñëåäóþùèå êîíñòàíòû

β0 = min
S
{βt(x, t)}, κ0 = ess inf

Ω
{∆u0(x) + g(x, 0)},

κ1 = ess sup
Ω
{∆χ(x) + l(g)(x)},

(37)

à òàêæå íåðàâåíñòâà

g > 0, gt > 0 â Q; u0(x) > 0 â Ω;

β > 0, βt > 0 íà S; ω(t) > 0, ω′(t) 6 0 íà [0, T ];
(38)

β0 > 0, κ0 > 0, κ1 6 κ0. (39)

Îáîçíà÷èì u0(x, t) ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è (34), (35) ñ r(x) ≡ 0. Äëÿ

çàäà÷è ñ èíòåãðàëüíûì íàáëþäåíèåì äîêàçàíà

Òåîðåìà 14. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (A.4), (B.4), ñïðàâåäëèâû íåðà-

âåíñòâà (38), (39) è

∆[l(u0)− χ](x) 6 0 â Ω. (40)

Òîãäà ñóùåñòâóåò è ïðèòîì åäèíñòâåííàÿ ïàðà u ∈ W 2,1
p (Q), r ∈

L∞(Ω), r(x) > 0 â Ω � ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è (34)�(36), ïðè÷¼ì

u(x, t) îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè äîïîëíèòåëüíîé ãëàäêîñòè

ut ∈ C([0, T ];Lp(Ω)), u ∈ C([0, T ];W 2
p (Ω)) ïðè p > n+ 1 , (41)

à ôóíêöèÿ r(x) óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

r(x) 6M1 = max{0,κ0/β0 − 1}.

Îáðàòíàÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ êîýôôèöèåíòà r(x) ñ îáùèì íàáëþ-

äåíèåì âèäà (36), â êîòîðîì ôóíêöèÿ µ(t) èìååò îãðàíè÷åííóþ âàðèàöèþ

íà [0, T ], ðàíåå íå èññëåäîâàëàñü, âñå ðåçóëüòàòû çäåñü ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.

Äëÿ îáðàòíîé çàäà÷è (34)�(36) ñ ôóíêöèåé µ ∈ BV [0, T ] áóäåì ïðåäïî-

ëàãàòü

(A.5)

g, gt ∈ W 2,1
∞ (Q); ∆u0,∆χ ∈ L∞(Ω); ∃Φ(x, t) :

Φ, Φt, Φtt ∈ W 2,1
∞ (Q), ïðè÷¼ì âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

Φ(x, 0) = u0(x) â Ω, Φ = β íà S;

µ ∈ BV [0, T ], µ(0) = µ(0+), µ(t) 6≡ const.
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(B.5)
u0(x) = β(x, 0) , l(β)(x) = χ(x) , βt(x, 0) = 0, x ∈ ∂Ω,

g(x, 0) + ∆u0(x) ≡ 0 â Ω.

Âàæíóþ ðîëü â ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è èãðàþò óñëîâèÿ (5) íà ôóíêöèþ

µ(t), à òàêæå íåðàâåíñòâà

g > 0, gt > 0, gtt > 0 â Q; u0(x) > 0 â Ω;

β > 0, βt > 0, βtt > 0 íà S.
(42)

Ââåä¼ì ñëåäóþùèå êîíñòàíòû

β1 = min
S
{βtt(x, t)}, γ0 = min

Ω
{gt(x, 0)},

κ1 = ess sup
Ω
{∆χ(x) + l(g)(x)}, δ0 = l(t) =

∫ T
0 t dµ(t)

(43)

è ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíè óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì

β1 > 0, γ0 > 0, κ1 6 γ0 δ0. (44)

Ïðè ýòèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ äëÿ îáðàòíîé çàäà÷è (34)�(36) äîêàçàíà

Òåîðåìà 15. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (A.5), (B.5), (5), ñïðàâåäëèâû

íåðàâåíñòâà (42), (44) è (40).

Òîãäà ñóùåñòâóåò è ïðèòîì åäèíñòâåííàÿ ïàðà u ∈ W 2,1
p (Q), r ∈

L∞(Ω), r(x) > 0 â Ω � ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è (34)�(36), ïðè÷¼ì

u(x, t) îáëàäàåò ñâîéñòâàìè äîïîëíèòåëüíîé ãëàäêîñòè (41), à ôóíê-

öèÿ r(x) óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

r(x) 6M2 = max{0, γ0/β1 − 1}.

Äàæå â ñëó÷àå èíòåãðàëüíîãî è ôèíàëüíîãî íàáëþäåíèé äëÿ ìîäåëü-

íîé çàäà÷è (34)�(36), òåîðåìû 14 è 15 (ñì. òàêæå òåîðåìû 33, 34 íà

ñòð. 157 è 158 äèññåðòàöèè) äàþò íîâûå, ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàáîòàìè [2],

[3], V. Isakov3, óñëîâèÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè îáðàòíîé çàäà÷è. Â

÷àñòíîñòè, ñíÿòî òðåáîâàíèå íóëåâûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ, ïðèñóòñòâóþ-

ùåå â ýòèõ ðàáîòàõ, íàéäåíà ÿâíàÿ îöåíêà èñêîìîãî êîýôôèöèåíòà. Â

çàêëþ÷èòåëüíîì ïóíêòå 17.6 ïðèâåä¼í øèðîêèé êëàññ ïðèìåðîâ îáðàò-

íûõ çàäà÷, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû óñëîâèÿ äîêàçàííûõ òåîðåì, à êðîìå
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òîãî ïîêàçàíî, ÷òî íåðàâåíñòâî (40) èç òåîðåì 14 è 15 íå ìîæåò áûòü çà-

ìåíåíî íà ïðîòèâîïîëîæíîå. Ðåçóëüòàòû � 17 îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå [19].

Ïàðàãðàô 18 ïîñâÿù¼í çàäà÷å â áîëåå îáùåé ïîñòàíîâêå. Ïóñòü Ω ⊂
Rn � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé ∂Ω. Â öèëèíäðå Q = Ω× (0, T ) ñ

áîêîâîé ïîâåðõíîñòüþ S = ∂Ω× [0, T ] ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î íàõîæ-

äåíèè ïàðû ôóíêöèé {u(x, t); r(x)} èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

(ρ0(x, t) + r(x))ut − L0u− d(x, t)u = g(x, t), (x, t) ∈ Q, (45)

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω, Bu = β(x, t), (x, t) ∈ S, (46)∫ T

0

u(x, t) dµ(t) = χ(x), x ∈ Ω. (47)

Ôóíêöèè ρ0, g, u0, β, µ, χ çàäàíû, à ðàâíîìåðíî ýëëèïòè÷åñêèé îïåðàòîð

L0 èìååò âèä (28). Êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðà L0 èçâåñòíûå, äîñòàòî÷íî

ãëàäêèå ôóíêöèè. Ïðè âûïîëíåíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ óñëîâèé ãëàäêîñòè

è ñîãëàñîâàíèÿ, ðåøåíèå èùåòñÿ â êëàññå ôóíêöèé u ∈ W 2,1
p (Q) (ñ p >

n+ 2) è r ∈ L∞(Ω), r(x) ≥ 0 â Ω.

Çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòà r(x) ïåðåä ut â ¾íåñòàöèîíàðíîì¿

ïàðàáîëè÷åñêîì óðàâíåíèè (45) ðàíåå íå èçó÷àëàñü äàæå äëÿ ÷àñòíûõ

ñëó÷àåâ ôèíàëüíîãî è èíòåãðàëüíîãî íàáëþäåíèé. Â ñâÿçè ñ ýòèì âñå

äàëüíåéøèå ññûëêè îòíîñÿòñÿ ê ¾ñòàöèîíàðíûì¿ ïàðàáîëè÷åñêèì óðàâ-

íåíèÿì. Çàäà÷à ñ ôèíàëüíûì íàáëþäåíèåì â ïðîñòðàíñòâàõ Ã¼ëüäåðà

ðàññìàòðèâàëàñü â ðàáîòå V. Isakov3, ãäå òðåáóåìàÿ ãëàäêîñòü ðåøåíèÿ

èñêëþ÷àëà âîçìîæíîñòü ðàçðûâíûõ êîýôôèöèåíòîâ. Â ðàáîòàõ [2], [3]

àâòîðîì ïîäîáíàÿ êîýôôèöèåíòíàÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à èçó÷àëàñü â ïðî-

ñòðàíñòâàõ Ñ.Ë. Ñîáîëåâà, ïðè÷¼ì ñðàçó äëÿ ôèíàëüíîãî è èíòåãðàëü-

íîãî íàáëþäåíèÿ. Â ïàðàãðàôå 18 ðåçóëüòàòû ðàáîò [2], [3] óñèëèâàþòñÿ è

ðàçâèâàþòñÿ äëÿ ñëó÷àÿ ¾íåñòàöèîíàðíîãî¿ óðàâíåíèÿ (45), îáùèõ êðà-

åâûõ óñëîâèé è áîëåå îáùåãî ïåðåîïðåäåëåíèÿ (47), ïðåäëîæåí è îáîñíî-

âàí èòåðàöèîííûé ìåòîä íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòà r(x) â êëàññå îãðà-

íè÷åííûõ ôóíêöèé. Îòäåëüíî ðàññìîòðåí ñëó÷àé èíòåãðàëüíîãî íàáëþ-

äåíèÿ ñ ãëàäêîé âåñîâîé ôóíêöèåé ω(t), äëÿ êîòîðîãî ïðèâåä¼ì çäåñü

îñíîâíîé ðåçóëüòàò.
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Äëÿ ñëó÷àÿ dµ(t) = ω(t)dt â ïåðåîïðåäåëåíèè (47), ïðåäïîëàãàþòñÿ

âûïîëíåííûìè ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ãëàäêîñòè è ñîãëàñîâàíèÿ

(A.6)

ρ0 ∈ C0,1(Q); g, gt, d, dt ∈ L∞(Q); L0u0, L0χ ∈ L∞(Ω);

∃Φ(x, t) : Φ, Φt ∈ W 2,1
∞ (Q) äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

Φ(x, 0) = u0(x) â Ω, BΦ(x, t) = β(x, t) íà S;

ω ∈ W 1
1 (0, T ), l(1) ≡

∫ T
0 ω(t)dt = 1, ρ0(x, t) > ρ0 > 0 â Q.

(B.6) Bu0(x) = β(x, 0) , l(β)(x) = Bχ(x), x ∈ ∂Ω ,

Ââåä¼ì ñëåäóþùèå êîíñòàíòû

κ0 = ess inf
Ω
{L0u0(x) + d(x, 0)u0(x) + g(x, 0)},

κ1 = ess sup
Ω
{L0χ(x) + l(g)(x)},

β1 = min
S
{βt(x, t)}, ρ0 = min

Q
{ρ0(x, t)},

ρ1 = max
Ω
{ρ0(x, 0)}, σ1 = max

∂Ω
{σ(x)}.

(48)

Âàæíóþ ðîëü â ðàçðåøèìîñòè îáðàòíîé çàäà÷è èãðàþò íåðàâåíñòâà

g > 0, gt > 0 â Q; u0(x) > 0 â Ω; β > 0, βt > 0 íà S;

ω(t) > 0, ω′(t) 6 0 íà [0, T ]; d 6 0,

dt > 0, (ρ0 ω)′t + dω 6 0 â Q;

(49)

β1 > 0, κ0 > 0, ρ1κ1 6 ρ0κ0; (50)

ëèáî c0(x) + d(x, t)− ρ0
t (x, t) > 0 ëèáî gt(x, t) > g1 > 0 â Q. (51)

Îáîçíà÷èì u0(x, t) ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è (45), (46) ñ r(x) ≡ 0. Äëÿ

çàäà÷è ñ èíòåãðàëüíûì íàáëþäåíèåì äîêàçàíà

Òåîðåìà 16. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ãëàäêîñòè è ñîãëàñîâàíèÿ

(A.6), (B.6), ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà (49)�(51) è

L0[l(u
0)− χ](x) 6 0 â Ω. (52)

Òîãäà ñóùåñòâóåò è ïðèòîì åäèíñòâåííàÿ ïàðà {u; r} � ðåøåíèå îá-

ðàòíîé çàäà÷è (45)�(47), ïðè÷¼ì u(x, t) îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîé-

ñòâàìè äîïîëíèòåëüíîé ãëàäêîñòè

ut ∈ C([0, T ];Lp(Ω))∩L∞(Q), u ∈ C([0, T ];W 2
p (Ω)) ïðè p > n+2. (53)
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Ôóíêöèÿ r(x) óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå r(x) 6 M1 = max{0,κ0/β1 −
ρ1,m1}, â ñëó÷àå Bu ≡ u, èëè îöåíêå r(x) 6 M2 = max{0, σ1κ0/β1 −
ρ1,m1}, â ñëó÷àå Bu ≡ ∂u/∂N + σ(x)u. Çäåñü m1 = 0, åñëè âûïîëíåíî

ïåðâîå èç íåðàâåíñòâ (51), à åñëè âûïîëíåíî òîëüêî âòîðîå èç (51), òî

m1 =
κ0

g1
ess sup

Q
{ρ0

t − c0 − d} − ρ1 ≡
κ0

g1
K1 − ρ1.

Îáðàòíàÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ êîýôôèöèåíòà r(x) ñ ïåðåîïðåäåëå-

íèåì (47), â êîòîðîì ôóíêöèÿ µ(t) èìååò îãðàíè÷åííóþ âàðèàöèþ íà

[0, T ], ðàíåå íå èññëåäîâàëàñü. Äëÿ íå¼ äîêàçàíà òåîðåìà îá îäíîçíà÷-

íîé ðàçðåøèìîñòè (ñì. òåîðåìó 37 íà ñòð. 179 äèññåðòàöèè). Äàæå â

ñëó÷àå ôèíàëüíîãî è èíòåãðàëüíîãî íàáëþäåíèé è ¾ñòàöèîíàðíîãî¿ ïà-

ðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, òåîðåìû 36 è 37 íà ñòð. 178, 179 äàþò íîâûå,

ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàáîòàìè [2], [3], V. Isakov3, óñëîâèÿ îäíîçíà÷íîé ðàç-

ðåøèìîñòè îáðàòíîé çàäà÷è. Â ýòîé çàäà÷å ðàññìîòðåíû îáùèå êðàåâûå

óñëîâèÿ, ñíÿòî òðåáîâàíèå íóëåâûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ, íàéäåíà ÿâíàÿ

îöåíêà èñêîìîãî êîýôôèöèåíòà.

Â ãëàâå 4 (�� 19�22) èññëåäóþòñÿ îáðàòíûå çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ

ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè. Ïóñòü Ω ⊂ Rm

� îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé ∂Ω ∈ C1+α. Â öèëèíäðå Q = Ω ×
(0, T ], ãäå T > 0, ñ áîêîâîé ïîâåðõíîñòüþ S = ∂Ω × (0, T ] ðàññìîòðèì

ñëåäóþùèå îáðàòíûå çàäà÷è, ñîõðàíèâ èõ íóìåðàöèþ èç ãëàâû 4.

Çàäà÷à 1. Íàéòè ïàðó ôóíêöèé
{
u(x, t); f(x)

}
èç óñëîâèé

ut −∆u = g(x, t), (x, t) ∈ Q, (54)

u(x, 0) = a(x), x ∈ Ω, (55)

∂u/∂n+ σ(x)u = h(x, t)f(x) + b(x, t), (x, t) ∈ S, (56)

l(u) = χ(x), x ∈ ∂Ω, (57)

åñëè ôóíêöèè g(x, t), a(x), σ(x), h(x, t), b(x, t), χ(x) çàäàíû, n� âíåøíÿÿ

íîðìàëü ê ∂Ω â òî÷êå x = (x1, . . . , xm). Â ãëàâå 4 âûðàæåíèå l(u) èìååò

îäèí èç ñëåäóþùèõ âèäîâ:

ëèáî l(u) = u(x, t1), 0 < t1 6 T, t1 � ôèêñèðîâàíî,
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ëèáî l(u) =

∫ T

0

u(x, t)ω(t) dt, ãäå ôóíêöèÿ ω ∈ L1(0, T ) � çàäàíà.

Ïîä ðåøåíèåì îáðàòíîé çàäà÷è 1 ïîíèìàåòñÿ ïàðà ôóíêöèé u(x, t)

è f(x), åñëè u ∈ C2,1(Q), f ∈ C(∂Ω) è ýòè ôóíêöèè óäîâëåòâîðÿþò

ðàâåíñòâàì (54)�(57) â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå.

Çàäà÷à 2. Íàéòè ïàðó ôóíêöèé
{
u(x, t);σ(x)

}
èç óñëîâèé (54), (55),

(57) è óñëîâèÿ

∂u/∂n+ σ(x)u = b(x, t), (x, t) ∈ S, (58)

ñ çàäàííîé ôóíêöèåé b(x, t).

Ïàðó ôóíêöèé u(x, t) è f(x) áóäåì íàçûâàòü ðåøåíèåì îáðàòíîé çà-

äà÷è 2, åñëè u ∈ C2,1(Q), σ ∈ C(∂Ω), σ(x) > 0 íà ∂Ω è óäîâëåòâîðÿþò

ðàâåíñòâàì (54), (55), (57), (58) â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå.

Ýòèì äâóì îáðàòíûì çàäà÷àì ïîñâÿùåíû ïàðàãðàôû 19 è 20. Äîêàçà-

íû òåîðåìû 39 è 40 (ñì. ñòð. 196) î äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ åäèíñòâåííî-

ñòè ðåøåíèÿ ñôîðìóëèðîâàííûõ îáðàòíûõ çàäà÷. Äàäèì ôîðìóëèðîâêè

îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå

óñëîâèÿ ãëàäêîñòè

g ∈ Cα,0(Q), a ∈ C1(Ω); h, b ∈ C(S), (59)

ãäå Cα,0(Q) îáîçíà÷åíî ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé g(x, t) íåïðåðûâíûõ ïî

Ã¼ëüäåðó (ñ ïîêàçàòåëåì α) ïî x, ðàâíîìåðíî â Q.

Òåîðåìà 17. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ãëàäêîñòè (59), σ ∈ C(∂Ω) è

ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

σ(x) > 0 íà ∂Ω, ω(t) > 0 íà [0, T ], l(h) > 0 ï.â. íà ∂Ω,

à ôóíêöèÿ h(x, t) > 0 íà S è ìîíîòîííî íå óáûâàåò ïî ïåðåìåííîé

t ∈ [0, T ]. Òîãäà ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è 1 åäèíñòâåííî.

Òåîðåìà 18. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ãëàäêîñòè (59), a(x) = 0 â Ω,

ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

g(x, t) > 0 â Q, b(x, t) > 0 íà S, χ(x) > 0 ï.â. íà ∂Ω,
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à ôóíêöèè g(x, t) è b(x, t), êðîìå òîãî, ìîíîòîííî íå óáûâàþò ïî ïå-

ðåìåííîé t ∈ [0, T ]. Òîãäà ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è 2 åäèíñòâåííî.

Ïàðàãðàôû 21 è 22 ïîñâÿùåíû äâóì äðóãèì çàäà÷àì âîññòàíîâëåíèÿ

ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ òðåòüåãî ðîäà. Çäåñü èñêîìàÿ ôóíêöèÿ çàâèñèò îò

ïåðåìåííîé t. Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà Rm ïðè

m > 2, ñ ãðàíèöåé ∂Ω ∈ C1+α. Â öèëèíäðå Q = Ω × (0, T ], ãäå T > 0, ñ

áîêîâîé ïîâåðõíîñòüþ S = ∂Ω× (0, T ] ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå çàäà÷è.

Çàäà÷à 3. Íàéòè ïàðó ôóíêöèé
{
u(x, t); f(t)

}
èç óñëîâèé

ut −∆u = g(x, t), (x, t) ∈ Q, (60)

u(x, 0) = a(x), x ∈ Ω, (61)

∂u/∂n+ σu = h(x, t)f(t) + b(x, t), (x, t) ∈ S, (62)

ψ(u) = χ̃(t), t ∈ [0, T ], (63)

åñëè ôóíêöèè g(x, t), a(x), σ(x, t), h(x, t), b(x, t), χ̃(t) çàäàíû, n � âíåø-

íÿÿ íîðìàëü ê ∂Ω â òî÷êå x = (x1, . . . , xm). Âûðàæåíèå ψ(u) èìååò îäèí

èç ñëåäóþùèõ âèäîâ:

ëèáî ψ(u) = u(x0, t), x0 ∈ ∂Ω, x0 ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà,

ëèáî ψ(u) =

∫
∂Ω

u(ξ, t)ν(ξ) dSξ, ãäå ôóíêöèÿ ν ∈ L1(∂Ω) çàäàíà.

Ïîä ðåøåíèåì îáðàòíîé çàäà÷è 3 ïîíèìàåòñÿ ïàðà ôóíêöèé u(x, t)

è f(t), åñëè u ∈ C2,1(Q), f ∈ C([0, T ]) è ýòè ôóíêöèè óäîâëåòâîðÿþò

ðàâåíñòâàì (60)�(63) â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå.

Çàäà÷à 4. Íàéòè ïàðó ôóíêöèé
{
u(x, t);σ(t)

}
èç óñëîâèé (60), (61),

(63) è óñëîâèÿ

∂u/∂n+ σ(t)u = b(x, t), (x, t) ∈ S (64)

ñ èçâåñòíîé ôóíêöèåé b(x, t).

Ïîä ðåøåíèåì îáðàòíîé çàäà÷è 4 ïîíèìàåòñÿ ïàðà ôóíêöèé u(x, t)

è σ(t), åñëè u ∈ C2,1(Q), σ ∈ C([0, T ]) è ýòè ôóíêöèè óäîâëåòâîðÿþò

ðàâåíñòâàì (60), (61), (63), (64) â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå.
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Â ïàðàãðàôàõ 21, 22 äëÿ ëèíåéíîé çàäà÷è 3 óñòàíîâëåíà ãëîáàëüíàÿ

òåîðåìà 43 (ñì. ñòð. 209) î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ,

ïîëó÷åíà îöåíêà óñòîé÷èâîñòè. Çäåñü æå äëÿ êîýôôèöèåíòíîé îáðàòíîé

çàäà÷è 4 äîêàçàíà òåîðåìà 44 î åäèíñòâåííîñòè å¼ ðåøåíèÿ. Äàäèì ôîð-

ìóëèðîâêè ýòèõ ðåçóëüòàòîâ â íåñêîëüêî óïðîù¼ííîì âèäå.

Ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è (60)�(62) ñ f(t) ≡ 0 îáîçíà÷èì u0(x, t), ââåä¼ì

ôóíêöèþ χ(t) = χ̃(t)− ψ
(
u0
)
è óñëîâèÿ

χ ∈ C1/2[0, T ], χ(0) = 0 è F (t) ≡ d

dt

∫ t

0

χ(τ)√
t− τ

dτ ∈ C[0, T ]. (65)

Íîðìó â ñîîòâåòñòâóþùåì ïðîñòðàíñòâå C(G) áóäåì îáîçíà÷àòü ‖ · ‖G,
ãäå G íåêîòîðûé êîìïàêò.

Òåîðåìà 19. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ãëàäêîñòè (59), (65), h ∈
Cα,0(S), σ ∈ C(S), óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ

ψ(u0)(0) = χ̃(0) è íåðàâåíñòâî |ψ(h)| > 0 íà [0, T ].

Òîãäà ñóùåñòâóåò è ïðèòîì åäèíñòâåííîå ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è 3

è ñïðàâåäëèâà îöåíêà óñòîé÷èâîñòè:

‖f‖[0,T ] + ‖u− u0‖Q 6 C ‖F‖[0,T ].

Òåîðåìà 20. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (59) è ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

χ̃(t) > 0 íà [0, T ]. Òîãäà ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è 4 åäèíñòâåííî.

Ðåçóëüòàòû ïàðàãðàôîâ 19�22 îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [9], [10]. Î äðó-

ãèõ ðàáîòàõ, ñîäåðæàùèõ ðåçóëüòàòû ïî îáðàòíûì çàäà÷àì (ñ ãðàíè÷íûì

íàáëþäåíèåì) î âîññòàíîâëåíèè ôóíêöèé ïåðåìåííîé x èëè t, âõîäÿùèõ

â ãðàíè÷íîå óñëîâèå òðåòüåãî ðîäà àâòîðó íåèçâåñòíî.

Èíòåðåñ ê îáðàòíûì çàäà÷àì è áëèçêèì çàäà÷àì óïðàâëåíèÿ îãðîìåí,

èì ïîñâÿùåíû ðàáîòû ñëåäóþùèõ ó÷¼íûõ: À.Í. Òèõîíîâà, À.À. Ñàìàð-

ñêîãî, Â.À. Èëüèíà, Ì.Ì. Ëàâðåíòüåâà, Å.È. Ìîèñååâà, Ï.Ñ. Íîâè-

êîâà, Þ.Ñ. Îñèïîâà, Â.À. Ñàäîâíè÷åãî, Â.Ê. Èâàíîâà, Â. Ã. Ðîìàíî-

âà, À.È. Ïðèëåïêî, Â.È. Àãîøêîâà, À.Ì. Àëèôàíîâà, À.Õ. Àìèðîâà,
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Ä.Ñ. Àíèêîíîâà, Þ.Å. Àíèêîíîâà, À.Â. Áàåâà, À.Á. Áàêóøèíñêîãî,

Í.ß. Áåçíîùåíêî, Ì.È. Áåëèøåâà, Þ.ß. Áåëîâà, Þ.Ì. Áåðåçàíñêîãî,

À.Ë. Áóõãåéìà, Ï.Í. Âàáèùåâè÷à, Â. Ã. Âàñèëüåâà, Ô.Ï. Âàñèëüåâà,

È.À. Âàñèíà, Ì.Ï. Âèøíåâñêîãî, Í.Ë. Ãîëüäìàí, À.Â. Ãîí÷àðñêî-

ãî, À.Ì. Äåíèñîâà, Â.È. Äìèòðèåâà, Å.Â. Çàõàðîâà, Í.È. Èâàí÷îâà,

À.Ñ. Èëüèíñêîãî, Ñ.È. Êàáàíèõèíà, Â.Ë. Êàìûíèíà, Ì.Â. Êëèáàíî-

âà, À.È. Êîæàíîâà, À.Á. Êîñòèíà, Í.Â. Êðûëîâà, Ì.Ì. Ëàâðåíòüå-

âà(ìë.), À.Ñ. Ëåîíîâà, Æ.-Ë. Ëèîíñà, Â.È. Ìàêñèìîâà, È.Â. Ìåëüíèêî-

âîé, Â.À. Ìîðîçîâà, Ë.Ï. Íèæíèêà, Ä. Ã. Îðëîâñêîãî, Ñ.È. Ïèñêàð¼âà,

Á.È. Ïòàøíèêà, Ñ. Ã. Ïÿòêîâà, Â. Ã. Ðîìàíîâà, Ê.Á. Ñàáèòîâà, Å. Ã. Ñàâà-

òååâà, À. Ã. Ñâåøíèêîâà, À.Ë. Ñêóáà÷åâñêîãî, Â.Â. Ñîëîâü¼âà, È.Â. Òè-

õîíîâà, À.Â. Òèõîíðàâîâà, Ä.Ñ. Òêà÷åíêî, Â. Å. Ô¼äîðîâà, À.Â. Ôóðñè-

êîâà, À. Õàéäàðîâà, À.Þ. ×åáîòàðåâà, Â. Ã. ×åðåäíè÷åíêî, Á.Â. Øàáàòà,

Ñ.Ï. Øèøàòñêîãî, Â.Ï. Øóòÿåâà, À.Þ. Ùåãëîâà, Þ.Ñ. Ýéäåëüìàíà,

À. Ã. ßãîëû, Â. Ã. ßõíî, A. Ashyralyev, A.V. Balakrishnan, I. Bushuev,

J. R. Cannon, M. Choulli, P. Duchateau, B. F. Jones, A. Friedman, D. Guidetti,

O. Imanuvilov, V. Isakov, A. Lorenzi, A.G. Ramm,W. Rundell, M. Yamamoto.

Äîñòàòî÷íî ïîäðîáíûå îáçîðû ëèòåðàòóðû ïî îáðàòíûì çàäà÷àì èìå-

þòñÿ â êíèãàõ, èçäàííûõ çà ïîñëåäíèå 15 ëåò18,19,3,20,21,22,23,24.

Àâòîð áëàãîäàðåí À.È. Ïðèëåïêî çà âñåñòîðîííþþ ïîääåðæêó, à

âñåì ó÷àñòíèêàì ñåìèíàðà ¾Îáðàòíûå çàäà÷è àíàëèçà, ìàòåìàòè÷åñêîé

ôèçèêè è åñòåñòâîçíàíèÿ¿ ìåõ-ìàòà ÌÃÓ çà ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ ðå-

çóëüòàòîâ íàñòîÿùåé ðàáîòû.

18Denisov A. M. Elements of the theory of inverse problems. � VSP, 1999. � Ò. 14.
19Prilepko A. I., Orlovsky D.G., Vasin I. A. Methods for solving inverse problems in mathematical

physics. � New York: Marcel Dekker, 2000.
20Êàáàíèõèí Ñ.È. Îáðàòíûå è íåêîððåêòíûå çàäà÷è. � Íîâîñèáèðñê: Ñèáèðñêîå íàó÷íîå èçäà-

òåëüñòâî, 2009.
21Choulli M. Une introduction aux probl�emes inverses elliptiques et paraboliques. � Berlin etc.:

Springer-Verlag, 2009.
22Ëåîíîâ À.Ñ. Ðåøåíèå íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííûõ îáðàòíûõ çàäà÷. Î÷åðê òåîðèè, ïðàêòè÷åñêèå

àëãîðèòìû è äåìîíñòðàöèè â ÌÀÒËÀÁ. � Ì.: Ëèáðîêîì, 2010.
23Beilina L., Klibanov M. V. Approximate Global Convergence and Adaptivity for Coe�cient Inverse

Problems. � New York: Springer, 2012.
24ßãîëà À. Ã. Îáðàòíûå çàäà÷è è ìåòîäû èõ ðåøåíèÿ : ïðèëîæåíèå ê ãåîôèçèêå. � Ì.: Áèíîì.

Ëàáîðàòîðèÿ çíàíèé, 2014.

42



ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÏÓÁËÈÊÀÖÈÈ ÏÎ ÒÅÌÅ ÄÈÑÑÅÐÒÀÖÈÈ

1. Ïðèëåïêî À.È., Êîñòèí À.Á. Î íåêîòîðûõ îáðàòíûõ çàäà÷àõ äëÿ

ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ôèíàëüíûì è èíòåãðàëüíûì íàáëþäå-

íèåì // Ìàòåì. ñáîðíèê. � 1992. � Ò. 183, � 4. � Ñ. 49 � 68.

2. Ïðèëåïêî À.È., Êîñòèí À.Á. Îá îáðàòíûõ çàäà÷àõ îïðåäåëåíèÿ êî-

ýôôèöèåíòà â ïàðàáîëè÷åñêîì óðàâíåíèè I // Ñèá. ìàòåì. æóðí. �

1992. � Ò. 33, � 3. � Ñ. 146 � 155.

3. Ïðèëåïêî À.È., Êîñòèí À.Á. Îá îáðàòíûõ çàäà÷àõ îïðåäåëåíèÿ êî-

ýôôèöèåíòà â ïàðàáîëè÷åñêîì óðàâíåíèè II // Ñèá. ìàòåì. æóðí.

� 1993. � Ò. 34, � 5. � Ñ. 147 � 162.

4. Ïðèëåïêî À.È., Êîñòèí À.Á. Îá óïðàâëåíèè ïðîöåññîì òåïëîïðî-

âîäíîñòè 2 // Ñá. òð. ÂÍÈÈÑÈ ¾Óïðàâëåíèå íåëèíåéíûìè ñèñòå-

ìàìè¿. � 1992. � Ò. 5, Ñ. 97�108.

5. Ïðèëåïêî À.È., Êîñòèí À.Á. Îöåíêà ñïåêòðàëüíîãî ðàäèóñà îäíî-

ãî îïåðàòîðà è ðàçðåøèìîñòü îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ ýâîëþöèîííûõ

óðàâíåíèé // Ìàòåì. çàìåòêè. � 1993. � Ò. 53, � 1. � Ñ. 89 � 94.

6. Prilepko A. I., Kostin A.B. Control of heat conduction process //

Computational Mathematics and Modeling. � 1994. � V. 5, �. 1. � P.

91 � 97.

7. Êîñòèí À.Á. Ðàçðåøèìîñòü îäíîé ïðîáëåìû ìîìåíòîâ è å¼ ñâÿçü ñ

ïàðàáîëè÷åñêîé îáðàòíîé çàäà÷åé // Âåñòí. Ìîñê. óí-òà. Ñåð. 15.

Âû÷èñëèò. ìàòåì. è êèáåðí. � 1995. � � 1. � Ñ. 28 � 33.

8. Êîñòèí À.Á. Îá óñòîé÷èâîñòè îáðàòíûõ êîýôôèöèåíòíûõ çàäà÷ äëÿ

ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé // Âåñòí. Ìîñê. óí-òà. Ñåð. 1. Ìàòåì.

Ìåõ. � 1995. � � 6. � Ñ. 62 � 64.

9. Êîñòèí À.Á., Ïðèëåïêî À.È. Î íåêîòîðûõ çàäà÷àõ âîññòàíîâëåíèÿ

ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ I // Äèôôå-

ðåíö. óðàâíåíèÿ. � 1996. � Ò. 32, � 1. � Ñ. 113 � 122.

43



10. Êîñòèí À.Á., Ïðèëåïêî À.È. Î íåêîòîðûõ çàäà÷àõ âîññòàíîâëåíèÿ

ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ II // Äèôôå-

ðåíö. óðàâíåíèÿ. � 1996. � Ò. 32, � 11. � Ñ. 1519 � 1528.

11. Prilepko A. I., Kostin A.B. Boundary control of heat conduction //

Computational Mathematics and Modeling. � 1996. � V. 7, � 4. � P.

427 � 430.

12. Êîñòèí À.Á. Áàçèñíîñòü îäíîé ñèñòåìû ôóíêöèé, ñâÿçàííîé ñ îá-

ðàòíîé çàäà÷åé íàõîæäåíèÿ èñòî÷íèêà // Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ.

� 2008. � Ò. 44, � 2. � Ñ. 246 � 256.

13. Êàìûíèí Â.Ë., Êîñòèí À.Á. Äâå îáðàòíûå çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ êî-

ýôôèöèåíòà â ïàðàáîëè÷åñêîì óðàâíåíèè // Äèôôåðåíö. óðàâíå-

íèÿ. � 2010. � Ò. 46, � 3. � Ñ. 372 � 383.

14. Êîñòèí À.Á. Êðèòåðèé êîððåêòíîñòè îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ ïàðàáî-

ëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ íåëîêàëüíûì óñëîâèåì íàáëþäåíèÿ // Âåñò-

íèê ÍÈßÓ ÌÈÔÈ. � 2012. � Ò. 1, � 2. � Ñ. 200 � 204.

15. Êîñòèí À.Á. Î êîìïëåêñíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿõ ýëëèïòè÷åñêî-

ãî îïåðàòîðà è ïðèìåðå íååäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è

// Äîêë. Àêàä. Íàóê. � 2013. � Ò. 453, � 2. � C. 138 � 141.

16. Êîñòèí À.Á. Îáðàòíàÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ èñòî÷íèêà â ïàðàáî-

ëè÷åñêîì óðàâíåíèè ïî óñëîâèþ íåëîêàëüíîãî íàáëþäåíèÿ // Ìà-

òåì. ñáîðíèê. � 2013. � Ò. 204, � 10. � Ñ. 3 � 46.

17. Êàìûíèí Â.Ë., Êîñòèí À.Á. Îáðàòíàÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ n êîýô-

ôèöèåíòîâ ïðè ìëàäøèõ ïðîèçâîäíûõ â ïàðàáîëè÷åñêîì óðàâíåíèè

// Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ. � 2014. � Ò. 50, � 4. � Ñ. 480 � 491.

18. Êîñòèí À.Á. Êîíòðïðèìåðû â îáðàòíûõ çàäà÷àõ äëÿ ïàðàáîëè÷å-

ñêèõ, ýëëèïòè÷åñêèõ è ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé // Æóðíàë âû-

÷èñëèò. ìàòåì. è ìàòåì. ôèç. � 2014. � Ò. 54, � 5. � Ñ. 137 � 151.

44



19. Êîñòèí À.Á. Âîññòàíîâëåíèå êîýôôèöèåíòà ïåðåä ut â óðàâíåíèè

òåïëîïðîâîäíîñòè ïî óñëîâèþ íåëîêàëüíîãî íàáëþäåíèÿ ïî âðåìåíè

// Æóðíàë âû÷èñëèò. ìàòåì. è ìàòåì. ôèç. � 2015. � Ò. 55, � 1. �

Ñ. 89 � 104.

20. Êîñòèí À. Á. Îáðàòíàÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòà ïðè u

â ïàðàáîëè÷åñêîì óðàâíåíèè ïî óñëîâèþ íåëîêàëüíîãî íàáëþäåíèÿ

// Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ. � 2015. � Ò. 51, � 5. � Ñ. 596 � 610.

45


	Scan_1
	AVTOREF.pdf

